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Resumen

Demostrar proposiciones es una de las competencias mas importantes en la
formacién de un matematico, aun asi, en muchos casos los profesores no utilizan de
manera deliberada modelos didacticos para su ensefianza, aunque usen algunas
practicas pedagogicas aisladas de manera consciente o inconsciente. El presente
trabajo propone un modelo didactico para la ensefianza de la demostracion,
estructurado a partir de tres tensores curriculares: el nivel de autonomia de los
estudiantes, el nivel de desarrollo del pensamiento relacionado con la demostracion y
las etapas para la demostracion matematica. Para la formulacion del modelo se llevo
a cabo una investigacion descriptiva de las practicas pedagdgicas que utilizan
algunos profesores para la ensefianza de la demostracion, dichas practicas y otras
practicas propuestas se articularon en un sistema que orienta la ensefianza de esta
competencia.

Palabras clave: demostracién matematica, didactica de la demostracion, préacticas
pedagdgicas, tensores curriculares, pensamiento matematico avanzado.

Introduccion
Los procesos de ensefianza-aprendizaje en el Programa de Matematicas de la Fundacion
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Universitaria Konrad Lorenz estan basados en un modelo didactico orientado al desarrollo de
competencias. En este sentido, este modelo clasifica las competencias en transversales y
especificas, asi:

Competencias transversales:

Lectura

Escritura

Exposicion verbal de ideas

Trabajo en equipo e interdisciplinar

Competencias especificas:

Demostracién de proposiciones matematicas

Modelado matematico

Simulacién matematica

Programacion en lenguajes computacionales

Para el desarrollo de estas competencias, las asignaturas que constituyen el Programa de
Matematicas se han clasificado de la siguiente forma:

e Asignaturas basicas

e Asignaturas profesionales demostrativas
e Asignaturas profesionales aplicativas

e Asignaturas profesionales tedricas

En cada uno de estos tipos de asignaturas se privilegia el desarrollo de ciertas
competencias. En particular, en las asignaturas profesionales demostrativas la competencia
central es la demostracion de proposiciones matematicas.

La demostracion de proposiciones es una competencia esencial en el quehacer del
matematico (Grabiner, 2009), inclusive en la formacion escolar, como lo propone el documento
Principios y Estandares para las Matematicas Escolares (NCTM, 2000). Sin embargo, se han
detectado dificultades en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la demostracion, como las
relatadas en D’ Andrea & Vazquez (2014), Fiallo, Camargo & Gutiérrez (2013) y Martinez Recio
(1999), entre otros.

Debido a lo anterior, se desarrollé una investigacidn que tiene por objetivo proponer,
implementar y evaluar un modelo didactico para la ensefianza de la demostracion, que sea parte
integral del modelo pedagdgico del Programa de Matematicas.

De esta investigacion, se han realizado dos fases: una primera fase fue la realizacién de un
estudio exploratorio sobre las précticas en la ensefianza de la demostracion que los profesores del
Programa manifiestan consciente o inconscientemente en sus clases. La metodologia para este
estudio fue la observacién de clases de las asignaturas profesionales demostrativas, con el fin de
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identificar dichas préacticas de ensefianza y clasificarlas en tres categorias conceptuales
relacionadas con la ensefianza de la demostracion. Estas categorias se definen a continuacion en
el marco tedrico. Una segunda fase fue la proposicion, con base en la teoria, de otro conjunto de
practicas pedagdgicas y su articulacién de acuerdo con los tres tensores propuestos: nivel de
autonomia de los estudiantes en las practicas pedagdgicas, nivel de desarrollo de su pensamiento
relacionado con la demostracion y las etapas del proceso de demostracion. Queda por realizar
una implementacién piloto de este modelo para hacer su validacion y ajuste.

Marco tedrico

Las tres categorias en las que se clasificaron las practicas pedagdgicas son:
e Didactica
Para Bravo y Arrieta (2012), la ensefianza de la demostracion matematica se debe realizar
por medio de estrategias y herramientas didacticas que permitan obtener un mejor proceso de
aprendizaje. Ademas, seglin Ortiz y Jiménez (2006), “la demostracion como elemento en la

didactica de la matematica esta estrechamente ligada al desarrollo de habilidades mentales y de
pensamientos imprescindibles en la formacion integral de los estudiantes”, para esto:

Los docentes deben escoger las demostraciones a realizar en clase de manera que los
estudiantes puedan ver sus resultados directos, la importancia en la practica matematica y de las
otras disciplinas, para que, el estudiante esté en un proceso activo de ensefianza en la
demostracion matematica, por esto, el docente debe aplicar didacticas convenientes basadas en
su experiencia e investigaciones existentes sobre el tema (Ortiz & Jiménez, 2006, p.184).

e Epistemologia

Segun Fiallo (2013), la epistemologia en la ensefianza de la demostracion matematica se
encarga de descubrir la naturaleza de la demostracion y su dificultad relacionada con el
conocimiento matematico, de modo que los estudiantes creen conciencia de que la demostracion
ha sido expuesta desde diferentes puntos de vista por varios matematicos, de acuerdo a la escuela
de pensamiento, las comunidades académicas, las diferentes culturas y épocas histéricas, por lo
tanto, el punto de vista de la epistemologia en demostracién matematica busca responder a
interrogantes como:

¢Qué es la demostracion y cuales son sus funciones?, ;como son construidas, verificadas y
aceptadas las demostraciones en las comunidades de matematicos?, ¢cuales son algunas de las
fases criticas en el desarrollo de la demostracion en la historia de las matematicas? (Fiallo,
Camargo, & Gutiérrez, 2013), entre otras relacionadas.

e Semantica y semidtica

En la formacion del matematico esta como competencias principales: la demostracion
matematica y la resolucion de problemas, ya que son inherentes en su preparacion, sin embargo,
también debe ir ligado en su aprendizaje la escritura, puesto que es necesario para la transmision
de sus ideas, por lo tanto, seguin Sanabria (s.f) en la actividad matematica:

se distinguen dos componentes principales: la escritura y los procesos para realizarla. El
primer componente se debe caracterizar por su rigurosidad y formalidad. El otro
componente requiere educar la intuicion y el ordenamiento de ideas. Estos dos

Comunicacién XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.



Modelo didactico para ensefianza de la demostracion de proposiciones matematicas 4

componentes son llamados: sintactico y semantico. (p.40)

Durante la investigacion se not6 que hay una relacion entre las categorias conceptuales, por
lo tanto, se propone un diagrama que la describe:

Didactica

Semantica y
Semidtica

Epistemologia

Figura 1. Relacidn entre las categorias conceptuales marco de las practicas pedagogicas en demostracion.

Este diagrama muestra como a través de la historia, el ser humano ha aprendido (separado
por las diferentes culturas, lenguas, etc.) a abstraer informacion del lugar que lo rodea, como
abunda Finol (2004): “El ser humano vive en un continuo proceso de conocimiento. Desde todos
los ambitos donde el hombre se encuentra recibe un flujo ininterrumpido de sefiales, que
sobresaturan sus capacidades perceptivas”.

En el texto anterior, se menciona el concepto sefiales como base para los signos
semioticos, lo que describe el hecho de que el hombre ha mantenido un registro de sus
conocimientos a traves de simbolos o palabras, que ademas son base para la dotacion de sentido,
es decir, para la semantica de las ideas.

Luego, asi como la epistemologia es importante, su relacion con la semiotica y semantica
también toma un papel fundamental para la didactica, como asegura Garcia (2012): “la didactica
y la semidtica se atenazan cuando se vincula el concepto de didéctica al de educacion”.

Aparte de las anteriores categorias conceptuales, se concluyd que las practicas pedagogicas
se pueden clasificar segun los niveles de autonomia del estudiante, asi:

Nivel de comprension: momento en que el estudiante esta aprendiendo los objetos
matematicos, su significado, procedencia y estructura. En este nivel, el profesor dirige las
practicas que los estudiantes desarrollan.

Nivel de conexion: en este el estudiante interact(a con el profesor en las préacticas
pedagdgicas. En este nivel, los estudiantes son mas activos en su aprendizaje, participando en
clase de diferentes maneras.
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Nivel de aplicacion: ac el estudiante es fundamentalmente autonomo en el desarrollo de
ejercicios.

Otro tensor fundamental del Modelo Didactico para la Ensefianza de la Demostracion de
Proposiciones Matematicas (MDPED) son los niveles de desarrollo del pensamiento orientado a
la demostracién. Para definir estas etapas, se tomaron en cuenta las propuestas de Balacheff y
Boero.

Balacheff propone estos niveles desde el punto de vista de las practicas que tienen los
estudiantes en matematicas, apartandose de la perspectiva légica, debido a que considera que hay
demostraciones pragmaticas y conceptuales (Balacheff, 1988, p. 217), y a partir de lo anterior,
considera cuatro niveles que son: el empirismo ingenuo, el experimento crucial, el ejemplo
genérico y el experimento de pensamiento.

Por otro lado, Boero propone dos actividades en el aprendizaje de la demostracién: el
desarrollo de conjeturas y las pruebas formales matematicas, y propone desarrollarlas por medio
de seis etapas: produccion de una conjetura, formulacion de la proposicion, exploracion del
contenido, seleccidn de argumentos tedricos coherentes, organizacion de los argumentos,
acercamiento a una prueba formal

De las propuestas anteriormente mencionadas, se sintetizaron cuatro etapas para realizar
una demostracion de una proposicion matematica:

1.Produccidn de una conjetura: consiste en afirmar la verdad de un resultado despues de
verificar varios casos. Este medio de prueba, muy rudimentario, es una de las primeras
formas del proceso de generalizacion (Boero,1999)

2.Exploracion del contenido: implica identificar los argumentos apropiados para la
validacion, relacionados con la teoria de referencia, y establecer posibles vinculos entre
ellos (Boero, 1999).

3.Elaboracion de argumentos teoricos de la prueba: consiste en explicitar las razones de la
verdad de una afirmacion mediante operaciones o transformaciones sobre un objeto que
no existe por derecho propio, sino como una caracteristica representativa de su clase
(Balacheff, 1988)

4.Formalizacion de la prueba: en esta etapa se organizan los argumentos encadenados en una
prueba aceptable segun los estandares matematicos actuales (Boero, 1999).

Una vez definidos los tres tensores: categorias conceptuales (didactica, semantica y
semiotica y epistemologia), niveles de autonomia del estudiante (comprension, conexion y
aplicacion) y las etapas de demostracion (produccion de una conjetura, exploracion del
contenido, argumentos tedricos en la prueba y formalizacion de la prueba), se ubicaron las
practicas pedagogicas en el marco conformado por estos, de la siguiente manera:

Tabla 1

Sistema de practicas pedagdgicas del modelo

Etapas de Niveles de autonomia del estudiante
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demostracion Comprension Conexion Aplicacion
Produccibndeuna  SS1, SS2, E1, D1,
conjetura. D2.
Exploracién del SS3, SS4, SS5, E2, SS7, ES8, D10.
contenido. E3, D3, D4.
Argumentos E4, E5, E6, D5, D6, SS8, SS9, SS10, D17, D18, D19,
tedricos en la D7. D11, E9, E10, D12, D20, D21, D22,
prueba. D13, D14, D15. D23, D24, D25.
Formalizacion de la  SS6, E7, D8, D9. SS11, SS12, D16. E1l, D26, D27,
prueba. D28, D29, D30,

D31, D32.

Fuente: Elaboracidn tedrica.

Nota: los codigos que figuran en la tabla corresponden a las practicas pedagdgicas recolectadas
en la investigacion descriptiva, pero por espacio en este documento no se pueden incluir.

Conclusiones

Al registrar cada una de las practicas pedagogicas observadas en las clases, se noto que una
misma practica podria pertenecer a varias categorias de analisis, lo que demuestra la relacion
profunda entre dichas categorias.

La categoria ‘epistemologia’ concreta la necesidad de basarse en la historia y en responder
interrogantes en la forma como se desarrollo el conocimiento matematico desde los diferentes
puntos de vista. La categoria ‘semantica y semiotica’ se genera por la necesidad de reconocer las
diferentes formas de escribir un objeto matematico y también las diferentes formas de
concebirlo, con el fin de desarrollar la capacidad de visualizar y dar sentido a dichos objetos,
mejorando la comprension y escritura de las proposiciones. La ultima categoria, la ‘didactica’,
atiende las caracteristicas de los objetos matematicos y su articulacion en las practicas
pedagdgicas.

Durante la observacion de clases se notd que los profesores son inconscientes de algunas
practicas que emplean. Esto puede ocurrir por diferentes factores, entre ellos que no poseen un
manual de practicas de ensefianza, no se basan en un programa pedagogico de ensefianza de la
demostracion matematica o que durante su formacién como estudiantes mecanizaron practicas de
ensefianza de sus profesores, de manera involuntaria, entre otros.

Después de realizar la ubicacion de las préacticas pedagdgicas en el modelo didactico, se
puede notar que:

e Enel nivel de comprension, las practicas mas utilizadas son aquellas que pertenecen a las
categorias conceptuales de seméantica y epistemologia, debido a que los estudiantes estan
empezando a reconocer los objetos matematicos. Ademas, se puede observar que este
nivel esta relacionado con las cuatro etapas de demostracion.

e Enlos niveles de comprension y conexidn se tienen préacticas de todas las categorias
conceptuales, aun asi, para el nivel de conexion los estudiantes ya superaron la
produccién de una conjetura y tienen clara la estructura de los objetos matematicos.
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e Para el nivel de aplicacion, las précticas pedagdgicas a emplear son Gnicamente de la
categoria conceptual de la didactica, también se encontrd que en este nivel se desarrollan
la tercera y cuarta etapas de la demostracion.

e Alfinalizar la ubicacion de las précticas se evidencia organizacion diagonal en la tabla,
que indica que a medida que el profesor avanza en los niveles de ensefianza, el estudiante
adquiere una autonomia en el desarrollo de las précticas.
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