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Resumen

Una articulacion fluida entre los registros de representacion numérico, algebraico y
grafico en objetos matematicos, como por ejemplo funciones, es una capacidad
deseable en los estudiantes de educacién media, de hecho algunas investigaciones en
Educacién Matematica registran aportes respecto de la comprension de dichos objetos
matematicos via la realizacion de tareas que involucran el manejo de las
representaciones, junto con lo anterior se presume un vinculo muy conveniente entre
el uso de tecnologia digital y la comprension de ciertos aspectos de las funciones, es
por eso que el propdsito de este minicurso es mostrar algunas ideas de como fortalecer
la comprension de la funciones en especifico de sus graficas a partir de las prestaciones
dinamicas y de retroalimentacion inmediata que nos brindan algunas herramientas
tecnoldgicas de ultima generacion.
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Introduccion

Dentro de la ensefianza de las matematicas existen dificultades y obstaculos de distinta
naturaleza dependiendo de la rama de esta disciplina que se estudie, pero algo en comin a
cualquiera de dichas ramas es que algunas de estas dificultades y obstaculos son provocadas por
un tratamiento didactico deficiente de los contenidos curriculares. Un ejemplo de esto se observa
en muchos estudiantes que reflejan poco éxito en la parte final de su educacion media superior
principalmente en materias de Célculo Diferencial e Integral, buena parte se debe a su escaso
conocimiento del comportamiento de las funciones.

Es sabido que, “Uno de los conceptos centrales en el aprendizaje de las matematicas es el de
funcion. Después de los conocimientos de aritmética y algebra, la construccion del concepto de
funcioén es la base para la posterior comprension sobre otros temas de matematicas™ Hitt (2002).
El estudio de las funciones en nivel secundaria se hace presente en el Programa de estudios SEP
(2017) vigente en México, por medio del eje Sentido numérico y pensamiento algebraico, donde
los alumnos profundizan en el estudio del &lgebra con los tres usos de las literales, conceptualmente
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distintos, ademas se resuelven problemas que requieren el analisis, del concepto de funcién, a
partir de los vinculos entre las representaciones graficas, numéricas y algebraicas.

Respecto al estudio del concepto de funcidn asi como de sus representaciones, es importante
mencionar que evaluaciones a nivel nacional realizadas a estudiantes mexicanos de tercer grado
de secundaria por parte del Instituto Nacional para la Evaluacion Educativa (INEE) como la prueba
Excale asi como a estudiantes de 6° semestre de bachillerato con la prueba ENLACE muestran que
solamente en promedio 30% o menos de los estudiantes contestan correctamente reactivos
correspondientes a situaciones tales como, identificar la funcién que corresponde a una grafica o
viceversa, identificar la funcién que corresponde a una tabla de valores o viceversa, resolver
problemas que impliquen identificar la funcion que modele una tabla de valores, etc.

Fundamentacion

A lo largo de la formacién matematica de los estudiantes de secundaria se puede observar
que son enfrentados a una polisemia de las literales, en especifico de las variables e incognitas al
pretender formar en ellos concepciones de las literales tales como las de Kuchemann (1981) y el
modelo de los tres usos de la variable de Ursini y Trigueros (2006). Investigadores que en general
comparten la vision de las literales en tres usos principales: Incognitas especificas, donde la literal
tiene un valor desconocido especifico como en las ecuaciones. Numeros generalizados, donde la
letra puede tomar mas de un valor, como en el caso de la expresion de patrones en sucesiones
numéricas o figurativas. Variables, donde las literales son usadas para representar un rango
especifico de valores y se observa una relacion existente entre dos conjuntos de valores.

Todavia en la secundaria, pero principalmente durante el bachillerato, a la polisemia anterior
se unen otro tipo de literales llamados Pardmetros, los cuales como ya se mencioné han emergido
esporadicamente en la secundaria y hacen presencia de manera méas formal al introducir a los
estudiantes en la exploracién de entidades aln méas generales, que poseen significados propios
capaces de agrupar en familias, expresiones algebraicas en un nivel ain mas abstracto.

Esto se realiza en asignaturas como Geometria analitica o Funciones mediante una presencia
abundante de Parametros, en objetos tales como familias de funciones, lugares geométricos e
incluso en expresiones algebraicas que modelan diversos fenémenos o situaciones.

Este conflicto que enfrentan los estudiantes, no s6lo de poder distinguir entre incégnitas y
variables sino a la vez, tener que distinguir éstas de los parametros, pensamos que es uno de los
obstaculos en la conceptualizacion de los mismos, asi como en la comprension de conceptos
matematicos fundamentales como lo son las funciones.

Conceptualizacion de los parametros como parte fundamental en la comprensién de las
gréficas de funciones

La conceptualizacion de los parametros, asi como su diferenciacion de variables o incognitas, ha
dado lugar a ciertas investigaciones en las que se destacan diversos aspectos sobre los significados
que pueden tener dichos objetos matematicos:

e Bloedy-Vinner (2001), para quien “por un lado, el pardmetro es un argumento de una
funcion (de segundo orden), y al variar, éste, determina ecuaciones o funciones, por otro
lado, dentro de cada ecuacién o funcién, que corresponde a un valor especifico del
parametro, el parametro es una constante, mientras las otras letras son incognitas o
variables”.
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e En Drijvers (2001) se observa que “El parametro es una variable extra en una expresion
algebraica o funcidn que generaliza toda una clase de expresiones, toda una familia de
funciones o un grupo de gréficas. EI parametro puede ser considerado una meta — variable:
por ejemplo, a en y=ax+b puede jugar los roles de una variable ordinaria, un fijador de
posicion (placeholder), una cantidad desconocida o que cambia, pero ésta acta en un nivel
mas alto que el caso de una variable. Por ejemplo, un cambio del valor del parametro no
afecta s6lo un punto en particular sino completamente a la grafica. ElI concepto de
pardmetro ademas es adecuado para resaltar la abstraccion de situaciones concretas, asi que
representaciones algebraicas mas formales y generales se vuelven parte natural del mundo
matematico de los estudiantes” Drijvers (2001, p. 222).

Dentro del fenémeno parametro podemos identificar tres pasos esenciales en la trayectoria
de aprendizaje del mismo: el parametro como un fijador de posicion (placeholder), como una
cantidad que cambia y como un generalizador.

Tabla 1
Rol del Parametro segun Drijvers (2001)

Rol del pardmetro Por ejemplo: Modelo grafico
aeny=ax+b

Fijador de posicion. a contiene valores especificos, Una gréfica, que es remplazada
uno por uno por otra.

Cantidad que cambia. a transita a traves de un Gréfica dindmica como cuando
conjunto de manera dinamica se pasan rapidamente las

Parametro que se desliza. paginas de un “comic”.

Generalizador. a representa un conjunto, Un grupo de gréficas juntas.

generaliza toda la situacion
Parametro que determina una
familia.

Desarrollo del minicurso

Dado el potencial que se tiene hoy en dia con herramientas tecnoldgicas abiertas como
Geogebra o bien comerciales como HP Prime, el manejo de las ideas de funciones relacionadas
con los parametros asociadas a las mismas que pueden determinar su forma, normalmente se inicia
con el tratamiento de las mismas aprovechando las ventajas dinamicas asociadas a deslizadores
como es el caso de Geogebra, colocando ciertas expresiones controladas por deslizadores que
impactan de forma inmediata en las graficas y bajo cuestionamientos indicados se busca que los
estudiantes encuentren las relaciones y patrones que describan la influencia que cada parametro
tiene en la grafica desde su variacion en la expresion algebraica como se ve en las figuras 1 y 2.
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Figura 2. Funcién controlada por deslizadores

Esta metodologia de trabajo en la que se estudian las funciones versus la expresion
algébrica de las mismas, controladas de manera dindmica via deslizadores aporta una
retroalimentacion inmediata entre ambas representaciones muy rica que permite reconocer
ciertos comportamientos que dan luz sobre el conocimiento de cierto tipo de familias de
funciones generalizandolas los objetos matematicos.

No obstante, es un acercamiento que inicia desde la parte simbolica (algebraica) de estos
objetos matematicos, lo cual puede poner en juego mucho del bagaje algebraico que pueda haber
consolidado el estudiante, lo cual, si es muy precario, como es el caso de muchos estudiantes de
nivel medio, pondra en dificultades a los estudiantes y podria alejarlos del objetivo de la
actividad.

Después de explorar y discutir estas ideas en el minicurso, pondremos en el centro otro tipo
de actividad proveniente de un avance tecnologico puesto a disposicion recientemente, el cual
permite esbozar graficas, ya sea con el dedo en sistemas touch o con el mouse en aquellos
dispositivos que no lo sean.

La tecnologia de HP_Prime permite realizar este tipo de esbozos que son ajustados
automaticamente por el dispositivo en el entorno grafico, a diferencia de Geogebra que permite
realizar disefios a mano alzada, pero sin un ajuste automatico.
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La actividad consiste que en el entorno grafico de la aplicacion de funciones, se esboza una
recta que pase solo por los cuadrantes I y 111 de plano rectangular como se ve en la Figura 3.

HP Prime Graphing Calculator

Hacer un boceto de una funcién

Figura 3. Esbozo de una recta que pasa por los cuadrantes 1y 111

Una vez que estan satisfechos con el esbozo, se pide que intenten generar un esbozo de
una grafica de paralela a la primera por arriba y otra por abajo, algo similar a lo que se realiza en
la Figura 4.

///

Hacer un boceto de una funcién

Figura 4. Esbozo de dos rectas paralelas.

El paso siguiente es pedir que se analice la representacion numérica de dichas gréficas,
antes de llegar a las partes simbolicas como se veria en la Figura 5.
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Figura 5. Analisis de la representacion numérica.

En esta representacion se debe observar, analizar y determinar, si las tres rectas son
paralelas, solo dos, o ninguna de las tres, observando la variacion.

Este tratamiento ayuda a tener un principio diferente que es la gréfica, anclada a un cierto
lenguaje gréafico, después migrando al analisis numeérico, lo cual ya lo hace diferente, y por
ualtimo arribar a la representacion simbolica, en la que deberan relacionar lo ya constatado en las
representaciones grafica y numérica. Figura 6.
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Figura 6. Analisis simbolico.

El paso siguiente en el analisis del minicurso, tratando de ponernos en un lugar empatico
con lo que consideran los asistentes basados en su experiencia como docentes y/o investigadores,
proponer incluir una recta paralela mas a las ya plateadas anteriormente, una mediante el esbozo
grafico y otra via una propuesta desde la vista simbdlica.

Evidentemente este tipo de tareas pondra de manifiesto la generacion de conjeturas, que
estaran muy probablemente relacionadas con aquellas partes de la expresion que corresponde a
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los parametros, pero con una aproximacion diferente a la que se da tradicionalmente e incluso
diferente a la que se mostro como una posibilidad en GeoGebra.

¢ QUué se espera del minicurso?

Dentro la realizacion del minicurso se mostrara tanto el desarrollo de las actividades entes
mencionadas como otras relacionadas con la funcion cuadratica, buscando una aproximacion
distinta basada en las prestaciones que actualmente nos brindan ciertas herramientas de
tecnologia digital, como es el caso de los esbozos a mano alzada con y sin ajuste automatico, el
transito y retroalimentacion inmediata por varias representaciones, la posibilidad de tener el
campo grafico como una ventana de entrada directa sin tener que pasar previamente por las
partes simbolicas o numericas, asi como el uso de herramientas tecnologias relegadas a los
entornos graficos como es el caso de ZOOM ahora ya incluida en entornos huméricos.

Estas nuevas prestaciones de la tecnologia digital, pensamos que empiezan a abrir ventanas
por las cuales podemos acercarnos de maneras distintas a las ya conocidas con tecnologia digital
que lleva més de una década en la Educacion Matematica como es el caso de Geogebra, lo cual
no significa abandonarlas, sino enriquecerlas con las nuevas prestaciones, como menciona
Basurto (2015), “incluso con los sistemas touch que permiten esta generacién de esbozos con
ajuste automatico y comenzar a pensar en ideas como una especie de estimacion grafica, es
decir, la estimacion proviene de un ambiente totalmente numérico, la cual nos permite pensar en
un resultado cada vez mas plausible, pero ahora esto podra extenderse al entorno grafico .
Estas ideas consideramos que pueden ser exploradas, y asi como la estimacién numérica es de
gran ayuda en el desarrollo del sentido numeérico, al parecer los esbozos graficos ajustados y
retroalimentados en otras representaciones via tecnologia digital pueden coadyuvar en el
desarrollo del pensamiento gréfico.
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