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Resumen

Este proyecto de investigacion tiene como propdsito disefiar un Modelo de
Ensefianza, basado en la construccion de los nimeros naturales de von Neumann.
Los Modelos Tedricos Locales (MTLs) y sus cuatro componentes, son el referente
tedrico y metodoldgico para identificar y comprender las dificultades que tienen los
alumnos de 6 a 9 afios, con el uso de la l6gica de los Sistemas Matematicos de
Signos (SMS) que se involucran; asi como los procesos cognitivos que se promueven
con este Modelo de Ensefianza. En este espacio de comunicacion la atencion se
centra en el componente de Comunicacion: la produccién de sentido para la
construccion de significado de las acciones derivadas de las actividades realizadas
con los nimeros naturales y sus operaciones. Se presentan los primeros
acercamientos al analisis e interpretacion de la experimentacién, misma que servira
de diagnostico, para hacer las modificaciones correspondientes al Modelo inicial.

Palabras clave: Modelo de Ensefianza, Modelo de Comunicacién, Numeros Naturales.
Introduccion

El aprendizaje de los nimeros forma parte de los procesos de la vida cotidiana; también es
una prioridad curricular en los primeros afios de escolarizacion de los nifios de nuestra nacion.
En este sentido, en México el modelo de ensefianza que propone el Plan de Estudios, precisa que
“...el estudio de la matematica considera el conocimiento y uso del lenguaje aritmético,
algebraico y geométrico, asi como la interpretacion de informacion y de los procesos de
medicion.” (SEP 2011, p. 53) El libro de texto oficial para el alumno Desafios Matematicos
(SEP, 2015), prioriza el tratamiento cardinal de los nimeros como comparar e igualar conjuntos;
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y s6lo hay dos lecciones que hacen referencia al sentido ordinal, en la primera “Carrera de autos”
se les pide que pinten de diferente color de acuerdo con el lugar de llegada a la meta; en la otra
leccion “Animales en orden” se les pide que coloquen figuras de acuerdo con el orden de
seleccion: conejo — primero, vaca — segundo,...

La estrategia pedagdgica propuesta para trabajar los “Desafios Matematicos” (SEP, 2015),
sugiere que a los nifios se les planteen como retos, organizando diferentes formas de interaccion;
sin embargo, lo que se observa es que los maestros los abordan como lecciones o ejercicios al
estilo tradicional, de forma individual e incluso los dejan de tarea en casa, los calificAndolos y
asignandoles mediciones numericas, rompiendo el sentido pedagogico de la evaluacion como
proceso de valoracion y analisis para revisar y consensar los procedimientos mas factibles y
econdmicos e identificar las dificultades que tuvieron y coémo lo resolvieron. Cuando los
profesores no siguen la secuencia gradual de los libros de texto “Desafios Matematicos”, rompen
la progresion conceptual. Otra de las practicas comunes que se observan es el abuso de
mecanizaciones que van desde secuencias numéricas orales, escritas, ejercicios fotocopiados de
libros de matematicas que no tienen coherencia ni relacion con el enfoque didactico de la
asignatura de matematicas.

Por lo que, el interés de esta investigacion estd centrada en identificar las dificultades que
tienen los nifios, cuando se trabaja con ellos un modelo de ensefianza con la estructura formal de
von Neumann y que pueda servir de base para la construccion del pensamiento aritmético. El
Unico trabajo que se ha implementado en este sentido, es la propuesta que se viene explorando
con nifios preescolares con el trabajo de Maravilla (2011) y que ahora se pretende continuar en
una nueva etapa con nifios de los tres primeros grados de educacion primaria. Se reitera, que un
modelo de ensefianza con estas caracteristicas nunca se ha puesto en practica ni ha sido objeto de
investigacion. La estructura aritmética que se propone es la logica de construccién de los
Sistemas Matematicos de Signos involucrados en la construccion de los nimeros naturales, sus
propiedades y operaciones.

Con el marco tedrico de los Modelos Teo6ricos Locales (MTLs) (Filloy, Rojano y Puig,
2008) y sus cuatro componentes este proyecto de investigacion se ha estructurado de la siguiente
manera: a) Modelo Formal de John von Neumann precisa una logica de construccion de los
nameros naturales a partir del orden, con los procesos de iteracion y recursividad, ir
construyendo el sucesor a partir del antecesor; b) Modelo de Cognicidn recupera las aportaciones
de Piaget (1984) y su relacion con la l6gica en la construccion de nimero y las contribuciones de
la psicologia soviética representada por Galperin (1976) y Talizina (2001) con la Teoria de las
Acciones; ¢) Modelo de Comunicacion implica a los usuarios competentes para usar los Sistemas
Matematicos de Signos (SMS) involucrados en las nociones de nimero y; d) Disefiar un Modelo
de Ensefianza que traslade el modelo formal a un modelo con el uso de material concreto y la
recta numérica.

La metodologia de la investigacion es de corte cualitativo, que se desarrolla en dos
momentos: a) observacion experimental (diagndstico con la participacion de 3 grupos de 1°, 2°y
3° de tres escuelas primarias publicas de la Ciudad de México. Con el analisis de estos primeros
acercamientos a la experiencia empirica, se pretende tener elementos para seleccionar a los nifios
que participaran en el estudio de casos y entrevista clinica. Lo que permitira tener elementos a
partir de la triangulacion del reporte de la observacion con la guia tedrica y metodolégica de los
MTLs para continuar con lo que se propone en la segunda parte de la investigacion: el redisefio
del Modelo de Ensefianza. Para este texto, se presentan sélo algunos ejemplos de interpretacion
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desde el modelo de comunicacion en la produccidn de sentido para construir significados
matematicos.

Marco Tedrico y Metodologico: Modelos Teorico Locales

Los MTLs son un marco tedrico y metodoldgico que toma en cuenta las dificultades que se
producen en las aulas cuando se plantean diferentes tipos de actividades que tienen que ver con
la produccion de sentido de mensajes matematicos y su decodificacion; su interés esta en la
observacion en materia educativa. La observacion empirica es la principal herramienta para
comprender los procesos cognitivos que se articulan en la competencia formal y pragmatica. Lo
local profundiza en el anélisis de un fendbmeno especifico, el cual es analizado a la luz de las
cuatro componentes: formal, cognitivo, ensefianza y de comunicacion. Los disefios
experimentales tienen la intencidn de analizar la informacion que permita comprender las
dificultades a las que se enfrentan los actores en situaciones problematicas para observar las
interacciones y contraposiciones de las competencias (cogniciones) que se ponen en juego en el
espacio textual; como se van construyendo los intertextos a través del modelo de ensefianza
especifico con un soporte en el modelo formal y qué competencias comunicativas usan para
decodificar y codificar los mensajes, asi como las dificultades o posibilidades tienen para realizar
un esbozo I6gico semidtico de la situacion problematica. La pregunta que guia esta investigacion
es:

¢ Queé dificultades tienen los nifios en la adquisicion de las nociones de la estructura
aritmética a partir de la construccion de los nimeros naturales como base el modelo formal de
von Neumann?

Para este proposito se han disefiado los siguientes objetivos:

e Disefiar un modelo de Ensefianza que traslade el Modelo de la Matematica Formal a un
Modelo Matematico Concreto; sin intervenir ni obstaculizar la estructura curricular, con la
finalidad de conocer los procesos de generalizacion y comunicacion con contenido
matematico, a través del estudio de casos como estrategia metodoldgica.

e Identificar y comprender las dificultades que tienen los nifios en los dos primeros ciclos de
educacion primaria, en la adquisicién de las nociones de la estructura aritmética a partir de
la construccion de los nameros naturales, con base en el modelo de von Neumann y a través
del desarrollo de procesos de iteracion y recursividad; teniendo como referente teérico y
metodoldgico los Modelos Teoricos Locales.

Estructura de este MTL para la construccion de los nimeros naturales

Modelo de Competencia Formal. En este componente se requiere de un referente matematico
abstracto, que permita describir «...las situaciones observadas por medio de un SMS mas
abstracto que permita decodificar todos los textos que se producen en un intercambio de
mensajes en el que los actores tienen diversos grados de competencia de uso de los SMS
utilizados...” (Filloy, 1999, pag. 7). Para este trabajo se retoma la construccion de los nimeros
naturales propuesta por J. von Neumann, desarrollado por Hamilton & Landin (1961) como la
base tedrica - conceptual para disefiar un modelo concreto, con el agregado de la recta numérica
como un recurso didactico en la construccion de los nimeros a partir del orden, retomada de la
aportacion que hace Maravilla (2011) para darle sentido al orden de construccién de los nimeros
naturales, asi como el uso de bolsas como contenedores de los conjuntos de elementos.
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Modelo de Cognicion. Se pretende comprender el desarrollo de los procesos cognitivos de la
percepcidn, atencion y la memoria a corto, mediano y largo plazo, para desarrollar los procesos
conceptuales que realizan los nifios en la construccidn de los nimeros naturales y las nociones de
la estructura aritmética.

Modelo de Ensefianza. Es una coleccion de textos, en que la secuencia de actividades constituye
espacios textuales (Filloy, Rojano & Puig, 2008, p. 129), para generar y modelar situaciones, el
lenguaje va de concreto a abstracto, con codigos intermedios, que les permite gradualmente
desarrollar habilidades matematicas para resolver distintas situaciones o problemas. Estas
habilidades matematicas van desde los conocimientos intuitivos que ya poseen, sintacticas y
semanticas que la experiencia escolar y cognitiva les va aportando. Las primeras y las segundas
en nuestro caso hacen uso de la operatividad aritmética y mientras que en las Gltimas van
acompariadas del sentido y uso en diversas situaciones problematicas y escolares, como de la
vida cotidiana. El disefio de las actividades del Modelo de Ensefianza, se realizo de acuerdo con
la estructura del capitulo dos, presente en Hamilton & Landin (1961, pags. 74 — 115), quienes
desarrollan el modelo formal de la construccion de los nimeros naturales de von Neumann. La
secuencia se organiz en tres etapas:

12 Construccion de los primeros nimeros naturales. a) el Modelo Formal se fundamenta en
las definiciones de los nimeros naturales del cero al nueve; sucesor; namero natural y las
relaciones de orden. b) Modelo de ensefianza — actividades concretas: construccion de los
nameros naturales empezando por cero usando bolsas como contenedores (conjuntos), cubos,
cuadrados, puntos, el cambio (construccion de la nueva unidad 10) y la recta numérica.

22 Adicion y multiplicacion a partir de la construccion de las tablas de Pitagoras. a)
Modelo Formal: definiciones de las relaciones de orden, conteo (correspondencia uno a uno) y
las operaciones de suma, resta y multiplicacion a partir de la construccion de las tablas de
Pitagoras de suma y multiplicacion. b) Modelo de Ensefianza: Secuencias numeéricas, uso de la
calculadora, saltos de la rana “adelante” y “atrds” en la recta numérica, construccion de las tablas
de Pitagoras, contamos en diferente orden una coleccion.

3% Relaciones de orden, adicion, multiplicacion y propiedades de las operaciones. a)
Modelo Formal: definiciones de relaciones de orden, conteo, multiplicacién como suma iterada,
como producto cartesiano y reparto. b) Modelo de Ensefianza: Tiro al blanco, el Boliche, El
artesano (operaciones de resta), los payasos (multiplicacion).

Modelo de Comunicacion. De acuerdo con Filloy, Puig y Rojano (2008, pags. 4 - 6) la
matematica educativa se ocupa de comprender y entender como son los procesos de significacion
y comunicacion que se generan en los espacios educativos, en nuestro caso, actividades
relacionadas con la construccién de los nUmeros naturales. El referente que se retoma es la
conceptualizacion del Sistema Matemaético de Signos, asi como la construccion de conceptos
semidticos provenientes de Peirce y su relacion triddica, para identificar y comprender la l6gica
de uso que siguen los nifios en la construccién del SMS involucrados en la construccion de los
nameros naturales, para producir sentido y significacion, que les permita llegar a la abstraccion.

Ldgica de construccion del significado. Para fundamentar esta conceptualizacion los
Modelos Tedrico Locales (Filloy, Rojano y Puig 2008) se apoyan en la semidtica de Peirce,
quien identifica en el signo y su doble y triple dimension: acto como accion y representacion; asi
como su relacion triadica (signo, objeto e interpretante) en la cual el interpretante (cognicion) va
a jugar un papel fundamental, para construir procesos de significacion. Se trata de un
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“...Interpretante Dindmico, pensamiento-signo u hombre-signo. Sélo este sujeto-significante
completa una explicativa triada genuina y permite un enfoque no dicotémico del tipo
<<significado-significante>>" (Peirce 1987, pag. 11)

Signo y Simbolo. Para Peirce los procesos de significacion que realiza el interpretante le
lleva a generar tres premisas: el signo es una relacion triadica con la actuacion del interpretante;
esta relacionado con la cognicion “Es que la palabra o signo que el hombre usa es el hombre
mismo.” (Peirce, 1987, p. 8); la relacion triadica del signo no es arbitraria, es la relacion entre el
signo (representamen), el objeto y el interpretante. El representamen es el fundamento de las
ideas, es el objeto que representa al signo, son los interpretantes quienes construyen el sentido y
la significacion a partir de la triada signo — objeto — interpretante.

La semidtica se articula con las condiciones de verdad, “...como una teoria de la referencia
y una teoria de la significacion.” (Peirce, 1987, pag. 9). Este proceso de significacion se
posibilita con la participacion del interpretante. Entonces podemos afirmar que un signo y la
cosa significada, son producto de la cognicién producida en la mente. Siguiendo esta l6gica de
construccion, Peirce refiere como relacion triadica: el signo como icono es la relacion del signo y
la cosa.

Abduccion, induccion, deduccion. - En este planteamiento Peirce, conlleva a identificar
otra tricotomia: los procesos de induccion, abduccion y deduccién; en el primero la induccién
permite comprender los hechos homogéneos para clasificar, pero no explicar, busca los hechos
empiricos para demostrar, prueba experimentalmente sus hipotesis, que a su vez le sugiere otras
hipdtesis, opera desde lo simbdlico y su aproximacion a lo real es a través de la verificacion de
sus resultados. “Una Induccidn es (...) una verificacion experimental de una prediccion
general,... « (Peirce 1987, pag. 259); mientras que con la abduccion se desarrolla la inferencia
hipotética, a partir de la consideracion de los hechos construye hip6tesis, establece un puente de
lo real a lo simbdlico; es decir, es una transcripcion de las palabras en signos, simbolos, este
razonamiento permite discriminar premisas verdaderas o falsas, es la base del razonamiento
analitico, para formular hipétesis y conjeturas explicativas, con la finalidad de establecer su
falsabilidad, es decir, como posibilidad de que una proposicion que puede ser negada, entonces
una

... Abduccion es un método para formar una prediccion general sin ninguna seguridad positiva de que
tendra éxito, tanto en el caso especial como de manera usual, y su justificacion es que es la Unica
esperanza posible de regular nuestra conducta futura de manera racional,... (Pieice 1987, 259);

y la tercera la deduccion, consolida la habilidad para razonar de lo general a lo particular.

Una Deduccidn es un argumento cuyo Interpretante representa que éste pertenece a una clase
general de posibles argumentos precisamente analogos, que son tales que a la larga, dentro de la
experiencia, la mayor parte de aquellos cuyas premisas son verdaderas tendran conclusiones
verdaderas. Las Deducciones son o Necesarias o Probables. (Peirce 1987, pag. 258)

El proceso de abduccion implica un uso correcto de la l6gica de los SMS, sus cddigos y
sus reglas convencionales, artefactos linglisticos que se emplean en una comunidad matematica.
Pero también los sujetos usan metacddigos que constituyen ... una coleccion de instrumentos
discursivos y semidticos heterogénea y divergente que dan cuenta de la <masa de actividades de
significacion y comunicacion que en la practica acompafan el primer modo (formal y rigoroso)
de presentar las matematicas>.” (Filloy, 1999, p. 63) Entonces el interés se centra en la
semidtica, como el estudio de los signos en su relacion triadica y el papel del interpretante, que
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es el sujeto de la cognicidn para producir sentido y significacion. “Para Peirce los pensamientos
son signos, la mente es un signo (...) el hombre mismo es un signo” (Peirce 1987, pag. 8).

Con estos referentes, se pretende comprender la complejidad que implica la estructura
I6gica de los SMS involucrados en la construccion de los numeros naturales, los procesos
intermedios que usan los nifios para la produccion de sentido y significacién a las actividades y
acciones que se les estan proponiendo.

Texto e intertexto matematico. Los textos matematicos se conforman por un sistema de
signos con una estructura formal, que son interpretados por los sujetos que los usan y
conceptualizan, a partir de ciertos codigos para comprenderlos. Filloy (1999, pag. 63) recupera la
aportacion de Javier Lorenzo “la caracterizacion del texto matematico (...) va a estar en el modo
de emplearlo y en el modo por el cual se le da un referente o contenido semantico posterior”.
Argumenta que en matematica educativa una semiotica de las matematicas implica centrarse en
los sistemas de significacion y los procesos de produccion de sentido, porque lo que se va a
“...calificar de <matemaético> no es s6lo un tipo particular de signos, sino determinados sistemas
de signos.” (Filloy 1999, pags. 63 y 64). En el aula, los alumnos y maestros producen textos
cuando se esta realizando la ensefianza y el aprendizaje de matematicas, interactian a través del
sentido y como producto del proceso de significacion; dichos textos no son producto del lenguaje
matematico (filloy 1999, pag. 64), «...sino el resultado de procesos de lectura/transformacion
hecho sobre un expacio textual...”

Ldgica de uso de los Sistemas Matematicos de Signos involucrados en construccién de los
Numeros Naturales. Nuestro interés para comprender el uso de la l6gica de los SMS esta centrado
en la realizacion de actividades sobre los nUmeros naturales, apoyandonos en el uso de
algoritmos y de los SMS que usan los nifios para poder observar lo que llevan a cabo en los
procesos de construccion de los mismos. Es comdn que en la ensefianza se proponga una manera
de construir y operar con los nimeros usando los algoritmos convencionales, para lo cual los
alumnos usan sus dedos, objetos o calculadoras. Sin embargo, en este punto es necesario precisar
que nuestro interés es comprender los modos de significacion, pues lo matematico esta en los
sistemas no en los signos (Filloy 1999, p. 63). Asi los SMS se constituyen “...como una
herramienta de analisis de los textos que producen los alumnos” (Filloy 1999, p. 63), cuando
estan construyendo los nimeros naturales con los procesos de iteracion y recursividad, para
operarlos usando los algoritmos correspondientes, para dar sentido a lo que estan haciendo y
como los estan usando, en situaciones de ensefianza. Cuando los

...Sistemas Matematicos de Signos y su codigo correspondiente, cuando existe una
posibilidad convencionalizada socialmente de generar la funcion de signo (mediante el uso
de un functor (...) incluso cuando las correlacionales funcionales se han establecido en el
uso de artefactos didacticos en una situacion de ensefianza con la intencion de que sean
momentaneos. Pero también se deben considerar los sistemas de signos o estratos de
sistemas de signos que los alumnos producen para dar sentido a lo que se les presenta en el
modelo de ensefianza, aunque pueden estar guiados por un sistema que no ha sido
socialmente establecido” (Filloy, Rojano y Puig, 2008, pag. 7).

Primeros acercamientos de interpretacion de la experiencia empirica con el Modelo de
Ensefianza

En los fragmentos de la experiencia empirica que presentamos a continuacion se pretende
interpretar a la luz del modelo de comunicacion los procesos de produccion de sentido y
significacion que van desarrollando los nifios a partir de las actividades que se les presentan.
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Alumnos de 6 — 7 afios (1° grado). En este fragmento, los nifios usan la induccién para producir
sentido a las actividades de recursividad en la construccion de los primeros nimeros naturales,
Ilamandole “construido” a la construccion e inclusion de todos los nimeros antecesores, usando
Su memoria operativa.

M: (...) ¢Quién mas le falta al tres? (...)

Ns: El dos, el dos.

M: El dos. Pero el dos ¢, Cémo debe de estar?

Ns: Construido.

M: Con el unoy el cero. (...) Pero ¢Qué le falta aqui al dos? (...)
E: El uno.

M: No, al dos ¢ Qué le falta?

Ns: El cero.

Alumnos de 7 — 8 afios (2° grado). Los nifios pudieron usar su inferencia analitica para
describir el tamafio de la bolsa (contenedora — conjunto) correspondiente al nimero 10.

M: ¢ Hubieran imaginado que dentro del nimero nueve hay todos estos nimeros?
Ns: Nooo! jEsta bien gordo! — otro alumno expresa con asombro:

Na1: y va ser mas gordo que nunca, ¢imaginate el diez?

N2: Se tendria que tener una bolsa de la basura para el cien.

Alumnos de 8 — 9 afios (3° grado). Los nifios de este grado escolar ya tienen mayor experiencia
cognitiva y académica, implementaron un recurso intermedio (palabra “pasajero”) para dar
cuenta del proceso de recursividad; lo que les permitio producir procesos de sentido y
significacion a todo el proceso:

M: Para que yo le pueda poner el uno ¢ qué debe tener?, ;como esta? (se les muestra una bolsa de
hule transparente vacia)

Ns: Vacia.

M: No puede ser el uno. Es el uno hasta que yo lo meta.

N: Lo meto (el nifio introduce la bolsa del cero en la bolsa contenedora del uno).

M: Ahora si es el uno.

N: jHasta que entre el pasajero!

M: jHasta que entre el pasajero! jMuy bien!

Discusién final y continuidad en la investigacion

El disefio experimental y el anélisis efectuado ha permitido identificar que la dificultad se
tuvo en un principio con el proceso recursivo, constituy6 una fortaleza cuando un alumno
encontré una manera de nombrar el proceso: “pasajero”. Los nifios estaban atentos y usaron su
memoria a corto plazo, centrando su atencion en la construccion y no en la secuencia oral o el
numeral. Le dieron sentido a la iteracion n + 1; usaron procesos abducctivos para transcribir con
sus palabras el sentido recursivo en la construccion de cada namero. Logrando con ello un uso
correcto de la l6gica de los SMS, lo que permitié la construccion de los siguientes nimeros, pues
estaban atentos para no omitir algo cada proceso recursivo para el siguiente nimero,
auxiliandose en todo momento de la simbolizacidn que hicieron al usar la palabra “pasajero” y
en el caso de los nifios de grados inferiores usaron la palabra “construido”. La induccién y
deduccion les permitié explicar y comprobar sus hipdtesis durante el proceso de la construccién,
con lo que fueron consolidando argumentos para asegurar que el proceso se esta realizando
correctamente. Para ello, la atencion estuvo presente al activar los receptores para seleccionar la
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informacion que ya tenian en la construccion subsecuente. La memoria operativa les permitio
pasar a una memoria a largo plazo.

Esta es la primera fase de la investigacion experimental, en donde el analisis que se esta
realizando de la observacion, constituye las bases del diagndstico para seleccionar a los nifios
que participaran en la entrevista clinica como estudio de casos, para poder confrontar los
resultados con la observacion experimental y tener elementos para poder redisefiar el modelo de
ensefianza.
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