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Resumo

Tem-se observado nos altimos anos um alto indice de reprovacaona disciplina
Calculo I, ministrada para calouros de cursos na area de Ciéncias Exatas, tanto em
universidades publicas como particulares. O presente trabalho relata os caminhos
para desenhar um roteiro a ser usado nessa disciplina, na fase inicial de aulas, que
possa auxiliar os alunos que apresentam lacunas de aprendizagem, oriundas da
Escola Basica. Pretende-se ainda utilizar este material para produzir um guia
destinado a professores de Matematica deste nivel, sugerindo abordagens para o0s
conteudos de modo a preparar melhor os futuros alunos de cursos de graduagéo na
area de Ciéncias Exatas. Foi elaborado um teste diagnostico para investigar a
natureza das dificuldades, aplicado a 237 alunos de duas universidades do estado do
Rio de Janeiro.

Palavras-chave: evasdo e reprovacdo em Calculo I; teste diagndstico; atividades
virtuais.
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Introducéo

Nos cursos de nivel superior da area de Ciéncias Exatas, como Ciéncia da Computacéo,
Matematica, Engenharias, dentre outras, nas universidades brasileiras, a disciplina inicial que
aborda os fundamentos do célculo diferencial e integral tem apresentado historicamente indices
de aprovacdo insatisfatorios. A situacdo parece estar se agravando, visto que, no altimo
semestre, foi observado um indice superior a 50% de reprovagdo em turmas de duas
universidades publicas do Rio de Janeiro, sendo uma federal e outra estadual. E necessario,
portanto, procurar as causas para estes resultados e sugerir solugdes que possam ser utilizadas,
tanto na sala de aula quanto fora dela, para reverter esta situacdo que pode, também, implicar em
aumento dos indices de evasao.

Professores em outras universidades, que ja se depararam com este problema, concluiram
que a causa principal € um déficit na aprendizagem dos contetidos da Escola Bésica, contetidos
estes necessarios para a compreensao dos topicos estudados na disciplina Calculo 1. Para resolver
0 problema, incluiram na grade curricular uma disciplina denominada Pré-Calculo, assim
denominada pois contém as ferramentas béasicas, em nivel do Ensino Fundamental e do Ensino
Médio, para os alunos que iniciam os estudos de célculo diferencial e integral. Foi verificado,
entretanto, que o problema simplesmente mudou de lugar (Diefenthéler, 2017). Os altos indices
de reprovagdo passaram a ocorrer nesta disciplina basica. A explicacdo parece ser que os alunos
ficam desmotivados para estudar um conteudo que ja conhecem, segundo a opinido deles.

Em sua pesquisa, Gongalves (2007) procurou evitar uma disciplina extra de pré-Calculo, e
propds uma estratégia para a disciplina de Calculo I, em que os professores fizeram alterac6es
em suas disciplinas, implantaram mais trabalhos e provas em periodos mais curtos, para que 0s
alunos pudessem assimilar melhor os conteudos. “Tal iniciativa tem indicado resultados mais
satisfatorios, pois as notas das primeiras avaliagdes melhoraram, apesar de a evasdo manter-se
semelhante a de outros semestres”. (p. 49)

De modo semelhante, este trabalho sugere uma forma para tentar suavizar a transicéo dos
alunos entre 0 Ensino Médio e o Superior, a partir de uma abordagem inicial da disciplina de
Calculo I, usando aplicagdes para motivar os alunos e cobrir lacunas de aprendizagem. O nosso
objetivo é elaborar um roteiro contendo problemas a serem abordados em sala e material a ser
disponibilizado em plataforma digital, complementando cada aula. Os problemas estudados
envolvem, em geral, maximos e minimos ou taxas de variacdo média de funcdes,
contextualizados e contemplando interdisciplinaridade, exigindo modelagem matematica das
situacBes-problema. A principio podem ser resolvidos utilizando somentecontetdosda Escola
Bésica. O material complementar, disponivel on-line, temlinks para diversas atividades
envolvendo tépicos de Matematica desse nivel.Desta forma, os alunos que tiverem dificuldades
com contetidos anteriores, poderdo cobrir estas lacunas, com auxilio dos monitores da disciplina
de Calculo I.

Para obter informacgdes mais claras sobre as dificuldades principais dos alunos,foi
elaborado um teste-diagnostico, contemplando exemplos de problemas a serem propostos no
roteiro e seguindo as ideias do referencial tedrico adotado neste trabalho. Este teste foi aplicado a
237 alunos, de turmas de varios cursos na area de Exatas (Engenharia, Computacéo, Fisica,
Meteorologia, Matematica, Estatistica, Atuaria), na primeira semana de aula da disciplina inicial
de Calculo I. A anélise dos resultados dos testes € apresentada e comentada, e sdo indicados 0s
proximos passos do estudo para atingir o objetivo final.
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Referencial Teorico

O alto indice de evasao e repeténcia na primeira disciplina de Célculo ndo é recente, e tem
sido investigado por diversos pesquisadores como Even (1990), Robert e
Schwarzenberger(1991), Rezende (2003), Gongalves (2007), Nasser (2009) e Nasser, Sousa e
Torraca (2012). Esses trabalhos investigam as principais causas para as dificuldades na transicao
do Ensino Médio para o Superior, que se refletem nas dificuldades na disciplina de Célculo I.
Mais recentemente, Masola e Allevato (2016) apresentaram um trabalho que “retratao que
algumaspesquisas discutem com relacédo as dificuldades de aprendizagem de alunos ingressantes
no Ensino Superior.” Esses pesquisadores apontam alguns caminhos para minimizar essas
dificuldades: “a avaliacdo diagnostica, o trabalho com grupos colaborativos, a analise de erros, o
trabalho com Matematica articulada ao cotidiano profissional, e as contribui¢cdes dos recursos
tecnoldgicos e dos livros textos”. (Masola e Allevato, 2016, p. 64)

A pesquisa deNasser, Sousa e Torraca (2012), desenvolvida num ambiente de grupo
colaborativo, recomenda que “as dificuldades na transi¢cdo para o Ensino Superior, em especial
na disciplina de Célculo, podem ser amenizadas por abordagens adequadas de topicos do Ensino
Médio, tais como Fungdes e Geometria” (p. 1).

Observa-se que a maioria dos problemas do Calculo depende de uma representacao visual
adequada, como os problemas tipicos de “maximos e minimos”, “taxas relacionadas” e de “area
entre curvas”. Em geral, a dificuldade dos alunos nesses problemas ndo é na aplicacdo do
conceito de derivada ou de integral, mas na sua representacdo geométrica e na identificacdo de
relacdes entre os elementos da figura.

De acordo com Duval, uma das causas das dificuldades em Célculo é a falta depercepcao
da relacdo entre os objetos matematicos e as diversas formas de registro de suarepresentacao.
Duval (2009) afirma que

ndo pode haver compreensdo matematica sem se distinguir um objeto de sua representacao,

pois jamais deve-se confundir objetos matematicos (numeros, funcdes, retas) com suas

representacdes (escritas decimais ou fracionarias, simbolos, graficos, desenhos de figuras)
que parecem apenas ser 0 meio, de que o individuo dispde, para exteriorizar suas
representacdes mentais, ou seja, para se tornarem visiveis ou acessiveis a outros, pois, em
matematica, as representacGes semioticas ndao sdo somente indispensaveis para fins de
comunicacdo, elas sdo necessarias ao desenvolvimento da atividade matematica. ( p. 15)

Duval (2009) distingue dois tipos de transformacdo nas representacGes semidticas: o
tratamento e a conversdo. O tratamento € definido como uma transformacéo da representacéo no
préprio registro onde ela foi formada, ou seja, é uma transformacdo interna. Por outro lado, a
conversao envolve uma transformacdo de uma representacdo em outro tipo de registro. De
acordo com Duval (2003),“ha uma pluralidade de registros de representacdo de um mesmo
objeto, e a articulagdo desses diferentes registros é a condicdo para a compreensdo em
matematica, embora varias abordagens didaticas ndo levem em conta esse fato” (p. 31).

No caso da aprendizagem de funcdes, a teoria de Duval (2009) aponta a necessidade de
levar os alunos a dominar as representacdes verbal, grafica, tabular e analitica, e a articular a
transicao entre esses registros. Uma das causas das dificuldades deve-se a passagem da expressao
analitica da funcdo para a sua representacdo grafica com a construgdo ponto a ponto, o que
acarreta problemas na passagem inversa. A pratica sistematica dessa abordagem nao favorece a
interpretacéo global, que é, em geral,deixada de lado,uma vez que depende de anélise semidtica
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visual e algébrica. Isso ajuda a compreender porgque a maioria dos alunos apresenta dificuldades
na utilizagdo correta das representacdes graficas, mesmo no Ensino Superior.

Por outro lado, Sierpinska (1992) afirma que ha 16 obstaculos a se transpor para a
aquisi¢do do conceito de fungdo. Um desses obstaculos ¢ a concepgao ingénua de que “o gréafico
de uma fungdo ndo precisa ser exato”. Essa concepgao explica alguns dos problemas observados
nas tentativas de alunos de Calculo | de tracar graficos de fun¢@es simples. Outro obstéculo,
apontado também por Sierpinska, ¢ a concepgdo de que “apenas relacfes representaveis por
formulas analiticas sdo dignas de serem chamadas fungoes”. De fato, muitos alunos sé
reconhecem como funcges as relacdes que sao representadas por uma expressao algebrica, e
apresentam dificuldades, por exemplo, ao lidar com funcGes definidas por vérias sentengas, tdo
Gteis na representacdo de problemas reais.

As teorias de Duval e Sierpinska nortearam nossa pesquisa, sendo decisivas, inclusive, na
escolha das questdes do teste diagndstico.

Metodologia

O teste diagndstico, composto de trés questdes, foi aplicado a 237 alunos de varios cursos
de graduacédo, em duas universidades publicas do Rio de Janeiro, com o objetivo de detectar as
principais dificuldades dos alunos ingressantes ao lidar com func¢des na resolucao de problemas,
e fornecer subsidios aos pesquisadores para o desenvolvimento do roteiro para as primeiras aulas
do curso. O teste foi aplicado no inicio das aulas da disciplina de Calculo Diferencial e Integral
1, com aproximadamente 1h30m de duragéo.

Analise das respostas a 12 questéo

A primeira das questdes (Figura 1), a mais simples, de resolucdo imediata, foi escolhida
com o objetivo de verificar se 0 aluno consegue identificarseu dominio e imagem, além
devalores e zeros de uma funcdo. Optamos por fornecer a representacao grafica da funcao.

Questiio 1: Considere o grafico da fungiio f da figura abaixo e responda:
a) O valor de f (-1) é: o
b) O valor de £ (3) é: . HENEE ]
c) Os valores de x tais que f(x) =2sdo: e - E [T, I,.-‘_'/ ]
d) Marque na figura os valores de x tais que £ (x) = 0. ‘I y 1 :
e) O dominio da fungéo f é e a imagem da b\f/
funcéio £ é '

Figura 1.Primeira questdo: Anélise da representagdo grafica.

Constatamos uma alta porcentagem de acertos nos itens (a), (b) e (c), ultrapassando os
70%. Houve dificuldade em mostrar no gréafico os zeros da funcdo (item d), com apenas 54% de
acertos.Em alguns casos, houve troca da ordenada pela abscissa, ou seja, 0s alunos marcaram o
valor de f (0) em vez de assinalar os valores de x tais que f (x) = 0. Varios alunos consideraram o
dominio e imagem como conjuntos discretos. Menos da metade da amostra acertou o item (e),
em que se registrou 46% de respostas corretas para o dominio e 42% para a imagem da funcao
exibida no grafico.Essa dificuldade pode estar associada ao fato de que, na Escola Bésica, 0s
alunos trabalham quase que exclusivamente com fungdes polinomiais ou trigonomeétricas,
considerando como dominio o conjunto dos numeros reais. Ou entdo trabalham com funcées
definidas num dominio discreto, associando cada ponto a sua imagem.
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Analise das respostas a 22 questéo

As questdes 2 e 3 foram selecionadas/escolhidas para verificar se os estudantes seriam
capazes de articular a transicdo entre as representacdes verbal, analitica e grafica. O quesito da
linguagem se mostrou um bloqueio para realizar essa transi¢éo, visto que o item dessas questdes
que alcangou o melhor resultado foi o item (a) da 22 questdo, com 51% de acertos, talvez porque
apresentava uma figura representando a situacédo (veja a figura 2). Um dos alunos, inclusive,
afirmou que ndo conseguiu ver a diferenca entre os itens (a), (b) e (c) da Questdo 2.

Questio 2: Uma formiga anda sobre o contorno de um retangulo ABCD, com vértices A, B, C, D, no sentido
anti-horario, sendo A o vértice inferior esquerdo. Ela parte do ponto A, ao andar 20 em chega ao vértice B,
depois se andar mais 10 cm, chega ao vértice C e finaliza seu trajeto andando mais 20 em e chegando em D.
A partir de A, se ela andar x cm, a formiga estara em um ponto F do contorno. I C

a) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado AB, Como mostra a
figura ao lado, determine a fungio que associa o comprimento x ao valor da

area do triangulo ADF.

A F B
b) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado BC, determine a fungio que associa o comprimento
x ao valor da area do tridngulo ADF.

¢) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado CD, determine a fungfo que associa o comprimento
x ao valor da area do tridngulo ADF.

d) Determine a expressio algébrica da area do triangulo ADF, em fun¢io de x, se a formiga estiver em
qualquer ponto do contorno.

e) Esboce o grafico da fungdo obtida no item d.

Figura 2.Segunda questdo: adaptada da OBMEP 2014 (22 fase, questdo 2, nivel 3).

No item (b), a maioria dos alunos ndo percebeu que a area ndo dependia de x, gerando
uma funcdo constante. O indice de acertos nesse item foi de apenas 21%, sendo que 30%
deixaram em branco. O indice de acertos do item (c) foi ainda menor, de apenas 11%. Mas o
item que apresentou 0 menor nimero de acertos foi o (d): apenas 8% conseguiram escrever a
expressao da funcdo area, que era uma funcéo de varias sentencas. Esse resultado comprova o
obstaculo prescrito por Sierpinska, de que os estudantes tém a crenga de que uma funcédo deve
ser definida por uma Unica expressdo analitica. O item (e), que pedia o grafico da funcdo da
varidvel x que dava a area do triangulo, teve o maior indice de respostas em branco (54%) e
apenas 14% de acertos. Entretanto, nota-se uma curiosa discrepancia nos resultados: apesar de
14% dos alunos acertarem o grafico,apenas 8% conseguiram escrever corretamente a expressao
analitica da funcdo definida por véarias sentencgas, como a resposta mostrada na figura 3.

d)Determine a expressdo algébrica da area do ‘tridngulo ADF, em fungdo de x, sc a

lormiga cstiver em qualquer ponto do contorno.
)

srate [ans wdonoy Pex)=(Q¥
AR~ Joy gu) s .(lv:‘, X &20) -(", Nt
"2 oo 0EXE 0N Q1100
' ‘I Bl 9.3:';? ok RLx
?\'

Figura 3. Tentativa incorreta de exprimir a funcéo, e seu grafico.
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Analise das respostas a 32 questédo

A terceira questdo apresentava um problema muito explorado nadisciplinade Calculo I,
com a diferenca de que o papeldo tem forma quadrada. Para resolvé-la, os alunos deveriam
interpretar o enunciado e fazer uma figura que permitisse visualizar a situagéo, para entdo
determinar a expressdo algébrica da funcéo (item (a)) do volume da caixa em funcéo do lado dos
quadrados recortados dos cantos do papeldo e depois identificar seu grafico no item (b).Assim,
era preciso fazer a conversdo do registro verbal para o analitico, usando uma figura para
compreender a variagdo do parametro e encontrar a expressdo analitica da fungéo.

Questio 3: Com um retdngulo de papeldo de 8cm de comprimento por Scm de largura,
deseja-se construir uma caixa retangular sem tampa. Para isto de cada ponta do papeldo é
cortado um quadrado de x cm de lado, com um dos vértices de cada quadrado sendo um dos
vértices do retdngulo de papeléo.

a) Determine a expressio algébrica da fungio que fornece o volume da caixa, em fungéo

do lado x do quadrado.

Figura 4. Enunciado da questdo 3 com o item (a).

O item (a) da terceira questdo alcangou 43% de acertos, o que indica que possivelmente
alguns alunos ja tivessem tido contato com esse problema anteriormente, ainda que no caso do
papeldo de forma quadrada, o que da origem a uma caixa com base quadrada. Neste problema, a
exploracdo dos valores possiveis para X e os formatos correspondentes da caixa obtida, na
atividade virtual, ajuda muito na compreensdo do enunciado, e na transi¢ao da representacao
verbal para a analitica, que corresponde a identificacdo da funcdo que expressa o volume da
caixa em termos de x. A figura 5 mostra as alternativas dadas no item (b) para o grafico da
funcéo volume do item (a).

b) Dentre os gréficos abaixo escolha o que melhor representa geometricamente o grafico

da fungdo obtida no item a. Justifique o porqué de sua escolha.

0] y (i)

2.5 4 2,5

{ii) y (iv) y

25 4 X 2,5\/4 *

Figura 5. Item (b) da terceira questdo: transi¢do do registro analitico para o gréafico.
Apesar de o indice de acertos da expressao algébrica ter alcan¢ado 43%,somente 26% dos
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alunos escolheram o grafico correto (iii) no item (b), mostrado na figura 5, o que indica uma
dificuldade maior na converséo do registro analitico para o registro grafico. Uma raz&o possivel
para este resultado remete a andlise das respostas da questdo 1, que mostra a dificuldade dos
alunos no que se refere a compreensdo dos conceitosde dominio e imagem. Cerca de 20% dos
alunos escolheu o gréfico (iv), ndo observando que os valores de x deveriam ser menores que
2,5. Esse foi o comportamento do aluno cuja resposta esta reproduzida na figura 6.

x_ %oB x V= ALk

\ J-A’?E‘Zu V-&-22)(5-2) . X
i M v
* /J-, (E:-—{;)‘—;;}) V=46 - 4(x -10x + 4x ) A

V:(4y1—26x¢40 ) x

V() = 8552657, f\oj

7 i J / WPR pci g (9 S
&’ 74 thgé‘\o e Veplesen tﬂ\(?o }&/ o glm(\ cc r(//’ S CSSu
7L O - / 3%
cenmno Layfel €S Numegpos 25 e 4')3 e Uwe ‘[u\/\gc\u

(i) 4226140 = O
,k(,>7’54

conti e -

Figura 6.Resposta dada & terceira questdo: registro analitico correto, mas escolhaincorreta do
grafico.

Ainda na terceira questdo, um aluno apenas esbocou a figura do retdngulo com os
quadradinhos marcados nos cantos e escreveu: “Tenho muita dificuldade em questdes com
funcgdes, ndo tive esta matéria de forma aprofundada no ensino médio, logo, ndo saberia
responder corretamente as questdes. Estou estudando todas as matérias do ensino médio em casa,
para conseguir uma base para estudar Calculo I”. Esse depoimento indica a necessidade de rever
as estratégias usadas no Ensino Médio, corroborando osobjetivos da nossa pesquisa.

Préximos passos

Analisando os resultados do teste diagnostico a luz dos referenciais tedricos de Duval e
Sierpinska, é possivel identificar as dificuldades dos alunos ingressantes em Célculo I, no
conteudo de funcdes e suas representacdes. As principais dificuldades observadas foram a
leitura e interpretacdo de enunciados de problemas, e a modelagem desses problemas,
envolvendo a conversdo da representacao verbal para a analitica, em termos de funcgdes afim,
polinomiais e de vérias sentengas. Em alguns casos foi observada também a dificuldade com o
trato algébrico, que foi causa de erros nessa transigao.

A partir dessas observac0es, € possivel identificar diretrizes para um roteiro que sera
desenvolvido para orientar os docentes, utilizando algumas atividades virtuais criadas pela
professora Angela Rocha, e ja disponibilizadas na pagina do Instituto de Matematica da UFRJ
(IM/UFRJ).Por exemplo, é preciso conscientizar professores do Ensino Médio de que o conteido
de funcdes deve ser explorado de forma mais abrangente, como sugerido por Duval (2003,
2009). Outro ponto a observar é que os exemplos trabalhados na disciplina de Calculo devem
refletir situacOes reais, em que as fun¢des nem sempre sao bem-comportadas como as funcdes
polinomiais. Essa estratégia possibilita a exploracao de situagdes do cotidiano, como a variagdo
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dos valores cobrados de Imposto de Renda, em funcéo do salario mensal recebido.
Recomendamos propor situagdes representadas por fungdes definidas por mais de uma sentenca,
funcbes descontinuas, e explorar seus graficos. Também é preciso reforcar as no¢oes de dominio
e imagem de uma funcdo, ultrapassando obstaculos, como os sugeridos por Sierpinska (1992).

Portanto, os proximos passos deste trabalho sdo o0 exame das atividades virtuais
disponibilizadas na pagina do IM/UFRJ e a coleta de problemas contextualizados que levem a
superacéo das dificuldades apontadas por Duval e Sierpinska. Este roteiro, com certeza, sera
muito atil, tanto para professores do Ensino Médio quanto para docentes de Célculo I.
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