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Resumen

En este trabajo se identifican los tipos de razonamientos [cuantitativo, inductivo y
representacional] surgidos en estudiantes de bachillerato al resolver tareas que
involucran situaciones geométricas dindmicas. Se trata de un estudio de tipo cualitativo
surgido desde una concepcion de la Teoria Fundamentada, que permite identificar la
manera en como los estudiantes se acercan —desde el punto de vista cognitivo— al
Esquema de Funcion disefiado [por los autores] en este trabajo. Los resultados
muestran que las tareas, los conocimientos previos de los estudiantes y el adecuado
uso de los ambientes de trabajo, ambiente Tecnologico Digital como complemento del
ambiente de Lapiz y Papel, promueven [en conjunto] la interrelacion de los registros
de representacion que son esenciales para promover los razonamientos asociados con
los conceptos involucrados.

Palabras clave: Tipos de razonamiento, relacion funcional, bachillerato, lapiz-y-papel,
tecnoldgico digital.

Introduccion y planteamiento del problema

Diversos autores (p.ej, Doorman & Drijvers, 2011; Freudenthal, 1983; Weigand & Weller,
2001) afirman que el concepto de funcion es una de las nociones mas potentes y utiles dentro de las
Matematicas y su manejo integral se relaciona con la capacidad no s6lo de comprender y utilizar
sus representaciones, sino también de relacionarlas entre si y transitar de una a otra con fluidez. El
transito entre diferentes representaciones constituye un instrumento importante para el aprendizaje
de los conceptos matematicos y, en particular, las variadas representaciones del concepto de
funcion se han enriquecido y vuelto mas accesibles y manipulables con ayuda de la tecnologia
(Cuoco & Goldenberg, 1997). De acuerdo con la NCTM (2000), si no se promueve la transicion
entre los diferentes registros serd menos probable que los estudiantes favorezcan su razonamiento e
identifiquen la relacion de los diferentes registros de representacion, lo cual provocaria que sea mas
probable el desarrollo de conceptos erroneos.
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Un problema que surge cuando se emplea el ambiente Tecnologico Digital (TD) en la
ensefianza, consiste en como integrar las habilidades que los estudiantes han adquirido para
trabajar en ambiente de Lapiz y Papel (LyP). En este trabajo, se disefiaron tareas para promover en
los estudiantes, el uso de distintos registros de representacion con base en sus conocimientos
previos y sus habilidades en ambiente LyP. Estas tareas se implementaron y se recogi6 el registro
escrito con sus respuestas. La base de las tareas fue el reconocimiento de la variacion de areas de
figuras geométricas en funcion del desplazamiento de un punto, con la finalidad de obtener su
expresion algebraica que pueda explorarse con ayuda del ambiente TD.

Antecedentes

Hay una gran cantidad de investigaciones sobre el concepto de funcion. Aqui s6lo
mencionaremos algunos trabajos representativos. En el andlisis del concepto de funcion,
Freudenthal (1983, p. 496) la enfatiza en su relacion con la variacion, considerando que es la
relacion de elementos que varian libremente a elementos que varian bajo restriccion. Para Cafiadas
y Molina (2016, p. 211), el trabajo con funciones depende de y aporta comprension sobre las
variables, la manipulacion de formulas y la relacion entre diferentes representaciones. La
comprension del concepto de funcidn es un aspecto critico del razonamiento algebraico y la
construccién de relaciones funcionales es una actividad que debe aprovechar el poder de las
capacidades de los estudiantes para razonar acerca de las cantidades y el uso de multiples
representaciones, con la finalidad de fomentar una comprension profunda del concepto de funcion
(Ellis, 2011; Kieran, 1992).

Por un lado, diversos autores (e.g., Ellis, 2011; Kieran, 1992) afirman que los estudiantes
demuestran una vision limitada del concepto de funcidn, a pesar de que algunos sean capaces de
detectar patrones, ya que es posible que no puedan formalizar esos patrones correctamente
escribiendo ecuaciones o expresiones algebraicas apropiadas. Por otro lado, los estudiantes tienen
problemas para interrelacionar correctamente las representaciones tabulares, graficas y algebraicas
de las relaciones funcionales y pueden volverse excesivamente dependientes de un tipo de registro;
se restringen a una manipulacion algebraica que produce una limitacion en el desarrollo de este
concepto, de tal manera que los estudiantes no pueden hacer una conexion adecuada entre las
distintas representaciones; la falta de conciencia algebraica hace que el razonamiento con
funciones sea complejo (Doorman & Drijvers, 2011; Ellis, 2011).

La utilizacion de diversos sistemas de escritura para los nimeros, notaciones simbolicas para
los objetos, diagramas, graficos cartesianos o figuras geométricas son esenciales para el desarrollo
de las actividades cognitivas fundamentales (e.g., Arcavi, 2003; Duval, 2006; entre otros). La unica
manera de tener acceso a los objetos matematicos y tratar con ellos es a través de sus
representaciones semioticas (Duval, 2006). Para que los estudiantes comprendan y utilicen formas
pertinentes de representaciones, deben entender el significado de éstas (e.g., en representaciones
geométricas se requiere comprender el significado de las rectas, los nimeros y variables, entre
otras). Debido al uso de diversos sistemas de representacion no son faciles de emplear en la
actividad matematica, por ello es necesario que los alumnos tengan conocimiento considerable de
los simbolos y convenciones de ellas de modo que esas representaciones adquieran sentido para los
estudiantes (Eisenberg, 1992). Algunos investigadores (e.g., Doorman & Drijvers, 2011; Ellis,
2011; Freudenthal, 1983) afirman que para lograr razonar y comunicarse en torno al tema de
funciones se requiere conocer y emplear de manera adecuada su notacion; cada una resalta
aspectos especificos del concepto de funcion asociado.
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En general, no hay una sola concepcion de funcion para la ensefianza, pues se puede
caracterizar de diferentes maneras segun el aspecto en que se quiera enfatizar; por ejemplo: como
regla de correspondencia, como parejas ordenadas, como una curva en el plano cartesiano o como
covariacion de cantidades. En la presente investigacion nos hemos centrado en las primeras tres
caracterizaciones. Con la finalidad de desarrollar en los estudiantes el sentido de funcion se debe
promover la habilidad de visualizar graficas de funciones, sin embargo, la mayor parte de los
estudiantes cuando trabajan en ambiente LyP no pueden conectar la grafica de la funcion con su
descripcion analitica, ya que se requieren habilidades de nivel superior en el andlisis y desarrollo
del argumento cognitivo que el procesamiento visual de ideas matematicas proporciona para
identificar esa interconexion (Eisenberg, 1992). El uso del ambiente TD promueve la interconexion
entre conceptos, ya que permite generar ejemplos que invitan a la clasificacion, reconocimiento de
patrones, generalizacion e indagacion de relaciones (Doorman & Drijvers, 2011), pero la
efectividad del aprendizaje matematico con tecnologia depende en gran medida del tipo de
estudiantes.

Disefio y metodologia

En el estudio participaron 16 alumnos de bachillerato (17 afios en promedio) que se
encontraban inscritos en la asignatura de Matematicas VI (Calculo Diferencial e Integral) y
cursaban el sexto afio con orientacion a las carreras universitarias de fisicomatematicas. Los
alumnos trabajaron en parejas, formando ocho equipos a los que referiremos como: E1, E2, E3...
E8. Las tareas se elaboraron con la idea de guiar a los estudiantes para que construyan una
expresion algebraica surgidas de un patron de covariacion emergente a partir de una situacion
geométrica [funcion] y obtengan su expresion simbolica, después, con ayuda del ambiente TD,
pudieran explorarla mediante su representacion grafica empleando algunas transformaciones. La
tarea implementada para este trabajo se divide en dos momentos: (i) trabajo en ambiente estatico
con el recurso de Ldpiz y Papel, (ii) trabajo en ambiente dindmico con el recurso Tecnologico
Digital (GeoGebra). En seguida se expone la primera de tres actividades que se implementaron.

Actividad

La actividad a realizar en un ambiente de Ldpiz y Papel, fue la siguiente: La Figura 1
muestra el segmento AB cuya longitud es 10 unidades. Coloca un punto Q sobre el segmento AB.
Dibuja el cuadrado A0CD cuya longitud de sus lados es el segmento AQ. Enseguida, dibuja el
cuadrado OBEF cuya longitud de sus lados es el segmento QB.

. .
A B

Figura 1. Segmento AB empleado en la primera actividad.

a) Con base en las caracteristicas de la figura obtenida, determina el area del poligono
ABEFCD. Explica tu procedimiento.

b) Coloca en el segmento un punto R diferente al del problema anterior. Calcula el area del
poligono ABEFCD y comparala con la obtenida en el inciso anterior. ;Cudl es mayor o son
iguales? Explica tu procedimiento [Hay que notar que no se pide la expresion algebraica sino
el calculo del area].

c) ¢De qué depende el valor del area del poligono ABEFCD? Justifica tu respuesta.

d) Suponiendo que un punto P se desplaza a lo largo del segmento AB y se forman distintos
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poligonos ABEFCD con las caracteristicas mencionadas en el enunciado inicial ;El area del
poligono ABEFCD es constante? Explica tu razonamiento

e) Calcula el 4rea para los casos en que AB = 10y AP = 2,4.5,7.3

f) (Qué expresion permite calcular el area del poligono ABEFCD para cualquier punto P
ubicado en el segmento AB? Justifica tu respuesta.

g) La expresion simbolica propuesta en el inciso anterior. ;puede representarse graficamente?
En caso afirmativo, ;qué tipo de grafica se obtendra? Explica tu razonamiento

h) Elabora la representacion grafica de la expresion simbolica obtenida en el inciso anterior.
La actividad a realizar con ayuda de GeoGebra consistio6 en lo siguiente:

a) [Instrucciones para construir en GeoGebra la figura solicitada].

b) Mueve el punto P sobre el segmento AB: observa los valores involucrados en la “Vista
grafica” y contesta ;qué sucede al mover el punto? ;como se comporta el poligono
ABEFCD? Explica tu razonamiento.

¢) De acuerdo con la configuracion del poligono ABEFCD, calcula su area para cualquier
punto P que se coloque sobre el segmento AB. Explica tu procedimiento

d) [Obtén con GeoGebra las areas de los poligonos que se calcularon en Lapiz y Papel y
compara).

e) (Como son los resultados usando Ldpiz y Papel (segunda columna) comparados con los
resultados dados por el software (tercera columna)? Explica.

f) (Qué expresion permite calcular el area del poligono ABEFCD para cualquier punto P
ubicado en el segmento AB? Justifica tu respuesta.

g) Elabora la grafica de la expresion simbolica obtenida en el inciso anterior. {Qué sucede
con la grafica al duplicar el valor del segmento AB. ;Cudl es su expresion simbolica?

Los datos y su analisis

Los datos que se analizaron son las respuestas a las preguntas formuladas, que los estudiantes
escribieron en sus hojas de trabajo y que mediante las respuestas registradas en grabaciones de
video de las discusiones entre los estudiantes y entre estudiantes e investigador. Estas se
transcribieron en archivos electronicos para poder manipularlas, se codificaron comparando las
respuestas entre si y se agruparon cuando se identificaron rasgos similares, con base en la Teoria
Fundamentada (Glaser & Strauss, 1967/2008; Birks & Mills, 2014), que recomienda no adherirse
a alguna teoria preestablecida sino generar conocimientos y construir una teoria [local] con base en
los datos. Mediante este proceso se determinaron las categorias que forman parte de los resultados
propuestos al identificar los tipos de razonamiento que llevaron a cabo.

Resultados

Los participantes identificaron el comportamiento del poligono cuando se mueve el punto P
sobre el segmento AB. Con ayuda del software los estudiantes se dan cuenta que el 4rea del
poligono ABEFCD varia de manera no lineal y encuentran que el area minima se alcanza en el
punto medio del segmento AB (véase Figura 2).

A continuacion, ofrecemos ejemplos de respuestas que dan cuenta de diferentes tipos de
razonamiento de los estudiantes, que llamaremos: Razonamiento cuantitativo, Razonamiento
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inductivo y Razonamiento representacional. Cuando estos tipos de razonamiento se integran en un
solo razonamiento decimos que se alcanza el razonamiento funcional.

(a) (b)

Figura 2. Desplazamiento del punto P sobre el segmento AB, por parte de E2: (a) identifican como cambia
el area del poligono; (b) el area minima del poligono se localiza en el punto medio del segmento AB.

El razonamiento cuantitativo involucra cantidades concretas; se presenta cuando se
reconocen rasgos comunes en secuencias de figuras y se determinan valores numéricos mediante el
calculo de area del poligono ABEFCD. Este tipo de razonamiento se present6 cuando los
estudiantes calcularon los valores del 4rea del poligono ABEFCD para varias posiciones del punto
P con base en una expresion general previamente construida. Posteriormente verificaron que sus
resultados son validos con ayuda del software. Una de las formas en que el software (GeoGebra)
influy6 [de manera positiva en la reflexion de los alumnos] fue provocando conflictos en los
estudiantes que habian obtenido un resultado diferente en la actividad previa de Lapiz y Papel; por
ejemplo, en los equipos 1 y 4 (véase Figura 3) surgi6 la necesidad de modificar y adecuar la
expresion algebraica original y se promovieron los razonamientos cuantitativo e inductivo de
manera simultanea.

2.4

Figura 3. Evidencia del razonamiento cuantitativo. Respuestas del Equipo 4 al comparan los resultados
propuestos en LyP respecto a los dados por el ambiente TD.

Diremos que se presenta un Razonamiento inductivo cuando a partir de los casos particulares
se formula una expresion simbdlica general. La mayoria de los estudiantes utilizan notacion
geométrica (véase Figura 4.a), otros combinan esta notacion con expresiones verbales (véase
Figura 4.b) y finalmente, s6lo un Equipo utiliza una notacion algebraica (véase Figura 4.c);
también hay quien hace mezclas con los diferentes tipos de notacion (véase Figura 4.d). El
razonamiento inductivo se manifiesta con mayor claridad cuando los estudiantes representan
simbolicamente el area del poligono ABEFCD. Tres equipos expresan el area del poligono
utilizando simbolos y notacién propia del contexto geométrico, con el cual fue formulado el
problema, a saber: AP, AB y p. Otros equipos dan la expresion para PB en términos de AP y AB.
Dos equipos utilizan notacion algebraica; mientras que otro expresa el drea en notacion funcional.
Un estudiante, E3 realiza operaciones en su expresion original, desarrollando el binomio y
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simplificando (véase Figura 4.c). Finalmente, hay dos equipos que muestran dificultades; el
primero, E1 representan el drea del poligono como la suma de las areas de los dos cuadrados,
mientras que el segundo, E4 calculan el 4rea del poligono como el producto del doble de cada uno
de sus lados (véase Figura 4.d).

e MEFCH = APT ¢ P

1 _ et o2 N VST A
At o’ AT L PR ABEFCD= AP+ (4B - AP) . )
PR (AR~ AP)
(a) (b)
, Cal100-200 T [Tk I i =Qp - UO-P,
L“: ‘Ql , A =05 3(100-000 ; [;f‘iﬂi.]xi-@%@j p )
Aol B Ta 90l s 00 2= 2y v Porque P* ¢; (a varable y
- N R R o5 la  dwtancia qué e
\,;\m -t T Ap A -p) degplaza. & modifica el drea.
() (d)

Figura 4. Evidencias del razonamiento inductivo para el calculo de area del poligono ABEFCD en TD. (a)
Respuesta dada por E2. (b) Respuesta dada por E8; (c) Respuesta dada por E3; (d) Respuesta dada por E4.

El razonamiento representacional se presenta cuando los estudiantes vinculan las diferentes
representaciones, en especial, la expresion algebraica con su representacion grafica (véase Figura
5.a); de modo les permite ir construyendo la nocion de funcion. Para propiciar este tipo de
razonamiento, se pidio a los estudiantes reformular la expresion simbolica del area del poligono de
modo de uniformizar la notacion para ser introducida en el software. Esto implica, sustituir el
segmento AP por “x”, y hacer las demas sustituciones, como AB por 10, etc. Al emplear el
software y generar la representacion grafica, el total de los equipos indican que al activar el rastro y
desplazar el punto P sobre el segmento AB, se genera una parabola (véase Figura 5.b). Con base
en los resultados e inferencias previas, los equipos definen el comportamiento de la grafica al
aumentar al doble la longitud del segmento AB y argumentan que dada la configuracién
geométrica del problema cuando se aumenta el segmento AB seguird manteniéndose una
representacion grafica relacionada con una pardbola y el valor minimo de area del poligono
ABEFCD se encontrara, en todo momento, cuando el punto P se encuentre a la mitad del segmento

AB (véase Figura 6.c).
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(0) ) (d)
Figura 5. Evidencia del razonamiento representacional. (a) Respuesta dada por E1 en LyP; (b) grafica que
proporciona el software GeoGebra a El; (c) Comportamiento de la grafica al aumentar al doble la longitud

del segmento AB dada por E6. (d) Modificacion del valor asignado al deslizador “#” empleado por ES.

En seguida, el Equipo 5 propuso en notacion geométrica la expresion y = x? + (n — x)? se
aprovecho6 para que todos los equipos exploraran el efecto del pardmetro “n” en la representacion
grafica. Se utilizé el comando “slider” para encontrar que la forma parabolica de la grafica se
conserva y que el vértice se desplaza a lo largo de un segmento de recta. En la Figura 6.d se
observan los resultados de algunas de las exploraciones.

El razonamiento funcional integra todos los razonamientos anteriores y emerge cuando se les
pregunta a los participantes cudl es la expresion algebraica para definir el comportamiento de area
del poligono ABEFCD para cualquier longitud del segmento AB. Al proponer expresiones
algebraicas para el poligono con un parametro, cuatro equipos proponen representar al pardmetro
con una variable algebraica: n, z 6 b. Cinco equipos expresan el area del poligono como una
combinacion de variables [algebraica y geométrica]; un equipo mantiene totalmente una notacion
geométrica AP y AB. Otro equipo expresa el 4rea del poligono de dos maneras diferentes:
algebraica y geométrica. Cuando se les entrevista explican que para los diferentes valores de AB se
mantendra la forma parabdlica que representa la variacion del area del poligono cuando cambie
“x" (véase Figura 6). En general, con base en la expresion simbolica que cada equipo obtuvo,
explicaron que cuando la longitud del segmento AB cambia, la grafica se comporta con
caracteristicas similares a la original (como parabola).

- . ’_ 2
u,X S - s )2 ) \i AF#(R&’W)

&
L/{&W'Jé(ffﬂf S '!C"(WC}’ C‘PC/(K{T{) \’ x_@(ﬁ“)\ ) &ACV\C(‘( n es 6\ \m((,b H; ‘H%
yes el vala A [y

@ (b)
2 [ i34 22 ThR (¥ #T< yexTi(z o
%:x 4(@3847‘) 6 kj" - A‘j/( y{/ﬁ v Area O{g/pofﬂgenﬁ
' Gfoho(e Y- Pum‘> P

z-1ls %;Aw& va/g/e /43
() (d

Figura 6. Representacion simbolica para cualquier valor del segmento AB: (a) Respuesta dada por E1. (b)
Respuesta dada por E5. (c) Respuesta dada por E6; (d) Respuesta dada por E7.

Conclusiones

La actividad propuesta llevo, a los estudiantes, a reconocer que la parabola expresa la
relacion entre la magnitud del segmento AP y el area del poligono ABEFCD; para hacerlo tuvieron
que aplicar los diferentes tipos de razonamiento que hemos caracterizado. En primer lugar,
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encontrar numéricamente areas particulares y percibir que la relacion no era constante o lineal. En
segundo lugar, hallar una expresion algebraica que expresara la relacion general de la covariacion
entre el lado y el 4rea del poligono. Esta expresion se daba con un lenguaje simbolico geométrico o
algebraico y geométrico, y fue necesario que lo transformaran en un lenguaje algebraico para
representar su grafica con ayuda del software. En cada uno de esos pasos algunos estudiantes
tuvieron mas dificultades que otros, pero en conjunto en el avance de la actividad lo comenzaron a
lograr. Cabe destacar que el papel del ambiente Tecnoldgico Digital (7D) contribuy6 a consolidar
las representaciones que los estudiantes propusieron en ambiente de Lapiz-y-Papel, permitiéndoles
corregirlas y refinarlas. El papel de las tareas fue crucial para movilizar los conocimientos de los
estudiantes y para promover su razonamiento, permitiendo su integracion con ayuda de la
tecnologia digital y, como consecuencia generando nuevos conocimientos sobre el concepto de
funcion.
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