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Resumen
En esta comunicacion se presentan los resultados de una investigacion que centro la
atenciodn en caracterizar el razonamiento covariacional que los estudiantes de un grupo de
quinto grado (11-12 afios) manifestaron al desarrollar tareas de variacion y cambio. Para
este estudio, se usé el marco conceptual propuesto por Carlson et al., (2003) y se disefio
una situacion dindmica mediada por GeoGebra y contextualizada en apartes de “La vuelta
al mundo en 80 dias” de Julio Verne, adaptada mediante un comic. A partir de
observaciones directas y del andlisis de episodios de la interaccion entre estudiantes e
investigadores, se constato que la totalidad de estudiantes lograron identificar qué cambia,
qué no, y la direccion de cambio, pero no todos dieron cuenta de la cuantificacion del cambio
de las magnitudes involucradas en el estudio. Estos resultados alimentan la reflexion acerca del
desarrollo de razonamiento covariacional desde los primeros grados de escolaridad.
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Presentacion del problema y Justificacion

La ensefianza y el aprendizaje del algebra escolar han sido y siguen siendo objeto de
interés para multiples investigadores en el campo de la educacion matematica. En buena parte
esto se debe a la complejidad que distintas investigaciones como las de Kieran (1992), Molina
(2007), Socas (2011), Castro (2012), entre otras, han puesto de manifiesto en torno a su
ensenanza y aprendizaje. Es asi como se encuentran en la literatura reportes que expresan
diferentes obstaculos, dificultades y errores encontrados en el aprendizaje del algebra pese al
gran empefio que los maestros suelen colocar en su ensefianza. La toma de conciencia sobre
estas y otras situaciones ha generado que un buen numero de trabajos hayan intentado explicar el
origen de estas problematicas y buscar alternativas para hacerles frente.
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Es asi como Kieran (1992), afirma que buena parte de las dificultades en la ensefianza y
aprendizaje del dlgebra escolar estan asociadas, entre otras razones, con el significado de las
letras y el cambio de convenciones entre la aritmética y el dlgebra donde se privilegia lo
sintactico por encima de lo semantico, descuidando con ello sus aspectos conceptuales y su
conexion con otras areas del conocimiento. Tal manipulaciéon mecéanica de simbolos en algebra
podria explicar lo encontrado por Doorman y Gravemeijer (citado por Villa & Vahos, 2010),
quienes afirman que un gran numero de las dificultades que presentan los estudiantes en los
cursos de célculo tienen su génesis en la escasa familiarizacion con la construccion de modelos,
propdsitos, convenciones y formas de representacion en las situaciones y problemas a resolver.

Este panorama general de investigaciones en didactica del algebra se ratifica con la
experiencia pedagogica de los autores de la investigacion que aqui se reporta. En efecto, el
trabajo docente en la Institucion Educativa donde se realizo el estudio muestra como
tradicionalmente el abordaje del algebra se deja para unos afos en particular, por lo general, para
grado octavo de la educacion basica secundaria (estudiantes que oscilan entre los 13 y 14 afios de
edad). Lo anterior ha contribuido a la inconexion entre la aritmética y el algebra, dejando de
lado el abordaje de procesos tan importantes como son el estudio de la variacion y el cambio, la
generalizacion y la modelacion, entre otros aspectos.

En atencion a lo anterior, Godino y Font (2003) son claros en indicar que no se trata de
implementar el algebra desde la educacion basica primaria pero si de favorecer el desarrollo de
pensamiento algebraico. Igualmente, los Lineamientos Curriculares de Matematicas y los
Estandares Bésicos de Competencias en Matematicas (MEN, 1998, 2006) proponen el inicio del
desarrollo del pensamiento variacional y los sistemas algebraicos como un logro para alcanzar
desde los primeros grados de escolaridad. Esto es, entre otras cuestiones, una matematica
escolar que permita analizar, organizar y modelar matematicamente situaciones de variacion y
cambio en diversos contextos, para lo cual la incorporacion de las nuevas tecnologias puede
jugar un papel relevante. Asi, Vasco (2006) afirma que las reinterpretaciones dindmicas de
representaciones graficas y tabulares por medio de pantallas computacionales son una de las
maneras como puede desarrollarse el pensamiento variacional. Esto implicaria cambios
metodoldgicos que, a diferencia de estilos tradicionales, permitan una interaccion directa de los
estudiantes con las herramientas tecnologicas de tal modo que se acerquen, mediante la
visualizacion, al estudio de la variacion y el cambio.

Con la intencion de analizar el pensamiento variacional de un grupo de estudiantes vy,
especificamente, cémo enfrentan situaciones de variacion y cambio, esta investigacion busco
identificar algunos rasgos del razonamiento covariacional en un grupo especifico de estudiantes
de quinto grado de la educacion basica Colombiana, para lo cual se disefi6 una situacion
dindmica en la que interviene el software GeoGebra.

Marco Teorico de Referencia

Para Posada y Obando (2006) el analisis de la covariacion debe incluirse en la relacion
entre multiplicacion y proporcionalidad e integrando el estudio de las magnitudes de tal manera
que no se produzca una desvinculacion entre la proporcionalidad y las funciones. Esto se puede
significar mediante la representacion tabular visibilizando la relacion directa entre la
multiplicacion y proporcionalidad directa simple, relacion que puede ser descrita de diferentes
formas como son la verbalizacion, la comparacion de representaciones y el empleo de variables
(Confrey y Smith, 2016).
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Carlson et al.,(2003) definen el razonamiento covariacional como “las actividades
cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las
formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra”(p.124). En este referente se
tienen en cuenta cinco acciones mentales con sus comportamientos asociados, que a su vez estan
relacionados con los niveles de desarrollo del razonamiento covariacional, en el cual se requiere
de la construccion de imagenes de dos variables, de manera que el estudiante identifique los
cambios simultdneos de una con respecto a la otra. Asi, en este marco se describen las acciones
mentales involucradas cuando sujetos ponen en juego su razonamiento covariacional al estudiar
situaciones dindmicas.

Las acciones mentales dentro del marco conceptual de Covariacion

Las imagenes de covariacion proveen un medio para clasificar los comportamientos de los
estudiantes cuando se enfrentan a tareas de covariacion. El andlisis de este conjunto de acciones
mentales y comportamientos permite determinar la habilidad de razonamiento covariacional de
un estudiante para una tarea en particular. Para describir las acciones mentales y sus respectivos
comportamientos, se presenta la Tabla 1:

Tabla 1
Acciones mentales en la covariacion (Carlson, et al., 2003, p.128)

Accion Descripcion de . .

S Comportamientos asociados
mental la accion mental
Coordinaciéon del valor Designacion de los ejes con indicaciones
AM1 de una variable con los cambios en la verbales de coordinacién de las dos variables
otra. (e.g., y cambia con cambios en x).

Coordinacion de la direccion del Verbalizacion de la consciencia de la direccion
AM2 del cambio del valor de salida mientras se

cambio de una variable con los X )
cambios en la otra variable consideran los cambios en el valor de entrada.

Coordinacién de la cantidad de cambio Verbalizacion de la consciencia de la cantidad
AM3 de cambio del valor de salida mientras se

de una variable con los cambios en la i -
otra variable. consideran los cambios en el valor de entrada.

Coordinacién de larazon de cambio Verbalizacion de la consciencia de la razon de
promedio de la funcion con los cambio del valor de salida (con respecto al
AM4 incrementos uniformes del cambio en valor de entrada) mientras se consideran
la variable de entrada. incrementos uniformes del valor de entrada.

Coordinaciéon de larazon de cambio

instantanea de la funcion con los Verbalizacion de la consciencia de los cambios
AM5 cambios continuos en la variable instantaneos en la razéon de cambio para todo el
independiente para todo el dominio de dominio de la funcion.
la funcion.

Conforme a la tabla anterior, un estudiante se encuentra en un nivel determinado cuando
sustenta las acciones mentales asociadas a ese nivel, dando cuenta también de las anteriores en el
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contexto de la tarea. A partir de la Accion Mental 1 (AM1), donde se identifica de manera
verbal lo que estd cambiando, las acciones mentales van incrementando su nivel de complejidad
hasta llegar a la Accion Mental 5 (AMS).

Niveles de razonamiento covariacional dentro del marco conceptual de Covariacion

Para describir la evolucion del razonamiento covariacional y clasificar a las acciones
mentales que se manifiestan en un estudiante frente a una tarea de cardcter covariacional,
Carlson et al., (2003) describen cinco niveles de desarrollo de las imagenes de la covariacion.
Estas imagenes de covariacion se presentan en términos de las acciones mentales sustentadas por
cada imagen.

Tabla 2
Niveles de Razonamiento Covariacional (Tomado de Carlson, et al., 2003, p.129)

Niveles del razonamiento Covariacional

Nivel 1 (N1). Coordinacién

En el nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a la accion mental de
coordinar el cambio de una variable con cambios en la otra variable (AM1).

Nivel 2 (N2). Direccion

En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las acciones mentales
de coordinar la direccion del cambio de una de las variables con cambios en la otra. Las acciones
mentales identificadas como AM1 y AM2 ambas son sustentas por imagenes de N2.

Nivel 3 (N3). Coordinacién cuantitativa

En el nivel de la coordinacidn cuantitativa, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio en una variable con cambios en la otra. Las
acciones mentales identificadas como AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por las imagenes de N3.

Nivel 4 (N4). Razén promedio

En el nivel de la razén promedio, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las acciones
mentales de coordinar la razén de cambio promedio de una funcidon con cambios uniformes en los
valores de entrada de la variable. Las acciones mentales identificadas como AM1 hasta AM4 son
sustentadas por imagenes de N4.

Nivel 5 (N5). Razén instantinea
En el nivel de la razén instantanea, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las acciones
mentales de coordinar la razon de cambio instantanea de una funcidén con cambios continuos en la

variable de entrada. Las acciones mentales identificadas como AM1 a AMS5 son sustentadas por
imagenes de NS.

De este modo, la evolucion de la imagen de covariacion sustenta un razonamiento
covariacional mas sofisticado. Es asi como dentro de una tarea particular, si el razonamiento
empleado por un estudiante se clasifica en el nivel 4 (N4), estd en la capacidad de razonar en
dicha accién mental, en conjunto con los razonamientos de la AM1 a la AM3. Por consiguiente,
el estudiante est4 en la capacidad de coordinar la razon de cambio promedio de una funciéon con
los cambios uniformes en los valores de entrada de la variable, lo que implica, haber identificado
lo que cambia y como cambios en una variable producen cambios en otra, la relacion en las
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direcciones de cambio de las variables y ademas cuantificar los cambio de una variable con
respecto a la otra.

Diseiio metodologico de la investigacion

El trabajo de investigacion se inscribi6 dentro del enfoque de investigacion cualitativo de
tipo descriptivo — interpretativo (Louis, & Lawrence, 1990). La situacion que se disefio fue
implementada con 15 estudiantes con edades entre 11 y 12 afios de una institucion educativa de
caracter publico del municipio de Tulud, Valle del Cauca, Colombia, con un analisis basado
tanto en las respuestas ofrecidas por los estudiantes al resolver cada una de las tareas propuestas
en la situacion, como en los didlogos ofrecidos por ellos al justificar sus actuaciones a partir de
las intervenciones realizadas por los investigadores (grabadas en video); se procedi6 a revisar los
datos recogidos tomando como unidades de anélisis los niveles de razonamiento covariacional,
fruto del marco conceptual adoptado para este estudio.

El disefio de la situacion se hizo a partir de cinco tareas dispuestas en cuatro archivos de
GeoGebra, en las cuales se estudiaba de manera dindmica la distancia y el tiempo, la primera
como variable dependiente de la segunda. Cada una de las tareas, a excepcion de la primera,
ponian en juego las primeras cuatro acciones mentales descritas por Carlson et al.,(2003), todas
contextualizadas en apartes del libro “La vuelta al mundo en 80 dias” de Julio Verne. En su
orden, las tareas desarrolladas por los estudiantes fueron: Tarea 1. Comprendiendo la situacion
(Figura 1), con la que se buscaba contextualizar a los estudiantes mediante un comic en la
narrativa dispuesta en los apartes del libro en mencion, haciendo énfasis en una persecucion en
elefante llevada a cabo en Bombay por el detective Fix a Phileas Fogg; Tarea 2. Reconociendo
relaciones entre magnitudes (Figura 2), en donde se indag6 sobre qué magnitudes cambiaban
cuando se recreaba en GeoGebra la persecucion en elefante, lo que pone en juego AM1; Tarea 3.
Identificando como cambian las magnitudes, con el proposito de identificar la direccion de
cambio de las magnitudes estudiadas en la persecucion, propio de AM2; Tarea 4. Cuantificando
los cambios de magnitudes variables, apareciendo por primera vez en registros tabulares valores
numéricos para las distancias recorridas y para el tiempo, favoreciendo asi la identificacion de
patrones de covariacion entre ambas cantidades, comportamiento propio de AM3. Finalmente la
Tarea 5. Estudiando los cambios de las relaciones entre magnitudes, se puso en juego la
coordinacion de la razéon de cambio promedio entre la distancia recorrida por los personajes con
incrementos uniformes en el tiempo, lo que corresponde con acciones asociadas a AM4.

Manipula el deslizador, el cual representa el tlempo, y realiza una descripcién a partir de Io que observas
en la situacion presentada.

Figura 1. Fragmento del Comic: Figura 2. Fragmento Tarea 2: Reconociendo
Contextualizacion Tarea 1 (Adaptacion propia) relaciones entre magnitudes

Analisis de resultados
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Las respuestas ofrecidas por los estudiantes (E1, E2,...E15) a las preguntas de cada tarea
se clasificaron conforme a qué tan lejos o cerca se encontraban de las respuestas esperadas en el
contexto de cada accion mental del referente conceptual adoptado, lo cual, a su vez, permitia
identificar el nivel de razonamiento covariacional puesto en juego al responder a ellas.

Las producciones de los estudiantes en la Tarea 1, dejo notar que todos comprendieron la
situacion narrada mediante el comic, especialmente, que se trataba de una persecucion entre dos
personajes: el detective Fix a Phileas Fogg, y cudl fue el proposito que dio origen a tal evento.

A partir de las respuestas dadas en la Tarea 2 (en la cual se evaluo la AM1), se constatd
que el 80% (12) de los estudiantes lograron identificar que en la medida en que cambia el
tiempo (representado por el deslizador) la posicion de los personajes cambia. Esto se hace
evidente en sus producciones escritas, tal como se ilustra a modo de ejemplo en la Figura 3.
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Figura 3. Respuesta de uno de los estudiantes al item 2 de la Tarea 2 (;Qué esta variando o cambiando
en la situacién?)

En la Tarea 3 (que evaluaba la AM2), 12 estudiantes (80%) centraron su atencion en la
disminucioén de la distancia que separa los personajes (Fix y Phileas Fogg) a medida que
transcurre el tiempo, lo cual se interpreta como la identificacion de una correlacion inversa entre
estas magnitudes. Ademads de esto, los estudiantes identificaban que a medida que el tiempo
aumentaba también lo hacian las distancias recorridas de cada personaje (ver Figura 4).
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Figura 4. Ejemplo de respuestas ofrecida por un estudiante a los items 1 y 2 de la Tarea 3

A partir de las producciones realizadas por los estudiantes en la Tarea 4 (que se indagaba
por la AM3), se indago6 sobre como ellos daban cuenta de la cuantificacion de los cambios de las
cantidades presentes en la persecucion y de la forma como covariaban dichas cantidades. En las
producciones de los estudiantes se observaron que facilmente 2 de ellos (13.3%) manifestaron
que mientras el tiempo cambia de 1 hora en 1 hora las distancias cambian de 5 km en 5 km para
el inspector Fix (Figura 5), y de 4 km en 4 km para el sefior Phileas Fogg, es decir, reconocieron
que cambios en la magnitud tiempo determinan cambios simétricos en la distancia recorrida por
los personajes. Los demas estudiantes también reconocieron esto, pero no de manera inmediata.

3&‘/«: pues'logueise fue/specionoy rg Tobla
Y e QI; ‘eaenia qur;? ;.7 Qr c.:;,u:x’,:;, I O
adlelan’a Skm

Figura 5. Respuesta de un estudiante al item 3 de la Tarea 4
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Obsérvese como estos dos estudiantes establecen la razon entre las distancias recorridas y el
tiempo, identificando en el primer caso la razon 5 kilometros / 1 hora, y para el segundo caso la
razon 4 kilometros / 1 hora. De ahi que estos 2 estudiantes logran identificar la covariacion que
se presenta entre las cantidades de ambas magnitudes (tiempo y distancia recorrida).

Finalmente, en la Tarea 5 (AM4) ante solicitudes como: “Describe la relacion que hay
entre la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg para cada hora transcurrida” cuya
intencion fue indagar sobre el comportamiento de la velocidad que tuvo el sefior Phileas Fogg
durante toda su huida, se logré apreciar que 3 estudiantes identificaron que las distancias
recorridas por el personaje son distintas para cada unidad de tiempo y parecieron tener una
nocion intuitiva de la velocidad cuando asociaron los cambios de las distancias recorridas a
elementos como el cansancio o la energia de los elefantes, tal como se muestra a manera de
ejemplo en la Figura 6.
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Figura 6. Produccion de un estudiante al item 1 de la Tarea 5 (Describe la relacidon que hay entre la
distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg para cada hora transcurrida)

Conclusiones

Las producciones escritas y verbalizaciones de los estudiantes dejaron ver la emergencia de
caracteristicas relacionadas con el razonamiento covariacional enmarcado en esta propuesta
(Figuras 6). Si bien, conforme al marco conceptual adoptado (Carlson et al., 2003) los
estudiantes de esta investigacion no dieron cuenta de un nivel 4 de razonamiento covariacional
(Razén de Cambio Promedio), se pudo constatar que todos pasaron por N1 y N2 de este
razonamiento, sustentados por AM1 y AM2, esto es, la coordinacion del valor y direccion de
cambio de una magnitud con los cambios en la otra. Asimismo, 9 estudiantes presentaron
caracteristicas asociadas a N3, sustentadas por AM1, AM2 y AM3, siendo esta tltima la
coordinacion de la cantidad de cambio de una magnitud con los cambios en la otra magnitud. De
estos 9 estudiantes, 2 tuvieron un acercamiento intuitivo a la velocidad por medio de la
comparacion de las 2 magnitudes que aparecian en escena, pero sin llevar a cabo la coordinacion
de la razén de cambio promedio de la distancia recorrida (magnitud de salida) con los
incrementos uniformes del tiempo (magnitud de entrada), es decir, sin una verdadera
construccion de esta nueva magnitud (la velocidad). Este hecho sugiere que la construccion de la
razén de cambio como una nueva magnitud independiente de las que la generan, es asunto
complejo y que requiere tiempo.

La vinculacion entre el deslizador y la generacion de las tablas (Tarea 4) permitio a los
estudiantes la identificacion de patrones y relacionar la simulacion con la representacion tabular
(tiempo y distancia recorrida) para cada uno de los personajes (Figura 5). Ese asunto aporto al
reconocimiento de la variacién de las magnitudes en todos los estudiantes y, en algunos casos, la
forma en como dichas magnitudes covariaban. Por tal razon, la representacion tabular posibilito
el reconocimiento de la variacion de cada una de las magnitudes y en algunos casos de la
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covariacion dada entre ellas. En este sentido pudo verificarse lo que propone el MEN (2006)
cuando reconoce la importancia de usar tablas y graficas como formas de acercamiento temprano
al desarrollo de pensamiento variacional.

La incorporacion del comic en la contextualizacion de la situacion junto a las interacciones
con los archivos de GeoGebra propici6 una actitud receptiva en los estudiantes hacia la
implementacion de las tareas, facilitindose la indagacion en las caracteristicas del razonamiento
covariacional. Esta articulacion de la literatura, las matematicas, la tecnologia e incluso las
ciencias al intentar abordarse la construccion intuitiva de la velocidad, contribuyd a un
acercamiento al desarrollo de este razonamiento en los estudiantes.
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