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Resumen

El presente articulo describe los resultados de la aplicacion de una prueba diagnostica
para determinar el nivel de conocimiento geométrico de dos grupos de estudiantes
del segundo grado de secundaria en la ciudad de Lima. La investigacion es de
naturaleza cualitativa, toma elementos teoricas del modelo de Van Hiele. El objetivo
del estudio fue describir las dificultades asociadas al estudio y comprension de temas
geométricos en estudiantes del nivel de educacion secundaria. Los hallazgos mas
importantes son que los estudiantes pueden relacionar las propiedades de una figura
con otras propiedades de la misma figura, pero en diferentes contextos no pueden
establecer esa relacion; ademas, no poseen el vocabulario propio al nivel que el
programa de estudios que le corresponde.

Palabras clave: evaluacion diagndstica, conocimiento geométrico, modelo de Van
Hiele, limitaciones del aprendizaje, educacion secundaria.

Introduccion

Cuando se analiza un problema didéctico es necesario hacer explicita la concepcion del
conocimiento que subyace a la intervencion de los procesos de construccion, tal concepcion
enfocard la atencion en aspectos del contenido matematico y tecnoldgico que definiran dichos
procesos. En este sentido, la presente investigacion pretende realizar un estudio de caracter
descriptivo, desde el punto de vista socio-constructivista que describa y analice el nivel de
conocimientos geométricos logrado por los estudiantes del segundo grado de secundaria.

Objetivo de la investigacion

Describir las dificultades asociadas al estudio y comprension de temas geométricos
vinculados al estudio del tridngulo en estudiantes del nivel de educacion secundaria.

Marco Teodrico

Cuando se incorpora un saber al sistema educativo como objeto de ensefianza se focaliza
con una intencionalidad didactica. Esto tiene que ver con la epistemologia del conocimiento para
entender la razon de ser de su incorporacion al &mbito escolar. En el caso de la Geometria, se
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inicia el estudio exploratorio en el libro clasico de historia de la matematica de Boyer (1996) que
dice:
La geometria euclidiana plana consiste en el estudio de las figuras del plano, incluidas
las areas y longitudes, que permanecen invariantes bajo el grupo de las transformaciones que
se genera por las traslaciones y rotaciones en el plano, llamadas transformaciones rigidas o
movimientos. (p. 678)

De lo anterior se podria afirmar que resulta natural reconocer que el ser humano desde su
primera infancia experimenta directamente con las formas de juguetes u otros elementos. Al
mismo tiempo, cuando se mueve actiia sobre su entorno tomando posesion del espacio. Ademas,
en este proceso se orienta, analiza las formas y establece relaciones espaciales. Por lo tanto, el
estudio inicial de la geometria deberia estar indisolublemente relacionado con la experiencia a
través de los sentidos.

Al mismo tiempo, algunos autores sefialan que los docentes tienden a no ensefiar
contenidos geométricos, a pesar de figurar en los programas, por desconocimiento del area o por
no valorar su real importancia (Béez e Iglesias, 2007). En este panorama de necesidades todavia
no atendidas se considera que la geometria escolar es importante porque:

e FEstimula el razonamiento y posibilita el desarrollo de habilidades como clasificar, definir,

particularizar, generalizar, etc. (Pérez y Guillén, 2007).

e Desarrolla la percepcion espacial y la visualizacion. En este proceso la visualizacion es
esencial para lograr una adecuada percepcion espacial.

e Forma parte del lenguaje cotidiano, se encuentra presente en la comunicacion referida a la
ubicacion, el tamaio o la forma de objetos.

e Tiene importantes aplicaciones en la vida real, muchas aplicaciones cotidianas involucran
una base geométrica.

e Sirve como base para la comprension de conceptos de otras disciplinas; ademas, es un
recurso para la visualizacion de diversos conceptos.

Investigaciones mas recientes respaldan y justifican la necesidad de incorporar el estudio
de la geometria en contextos escolares. Asi, tenemos a Sharygin (2004) quien indaga sobre los
motivos que justifican el estudio de la geometria en la escuela y argumenta que son varios: valor
practico, conocimiento, desarrollos cultural, espiritual, intelectual, creativo, estético, mental y
moral. Particularmente Bartolini (2007) considera a las perspectivas espaciales como objeto de
ensefianza por su relevancia: matematica, cultural, cognitiva, social y educativa.

Las investigaciones antes sefialadas dan un marco para el estudio de la Geometria a nivel
escolar. Por otro lado, es relevante precisar que en su estudio se sugiere dejar de lado el énfasis
en los calculos operativos y en los resultados meramente numéricos centrados en la medicion. En
contraposicion, hay que incidir mas en el desarrollo de las nociones geométricas y en el
establecimiento de las relaciones entre éstas; en la visualizacion de elementos, en la
representacion grafica de situaciones y figuras, para atender a sus propiedades. Al mismo tiempo,
es necesario enfatizar en el uso de la justificacion logica, que considere, al mismo tiempo, el
nivel de evolucion del pensamiento de los estudiantes segin su edad.

Por otro lado, la presente investigacion considera como marco tedrico de referencia, desde
la perspectiva matematica, la teoria de niveles de pensamiento geométrico de Van Hiele. En The
Childs Thought and Geometry, Pierre Van Hiele (1984), describe la influencia de la evolucion
del pensamiento geométrico en el desarrollo de los niveles de razonamiento geométrico. De
acuerdo a esta teoria, el aprendizaje de la geometria se hace pasando por unos determinados
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niveles de pensamiento y conocimiento, que no se asocian a la edad y que sélo permiten el
transito de un nivel a otro superior cuando se ha logrado el dominio de habilidades secuenciales.

Seglin Van Hiele, en la base del aprendizaje de la geometria hay dos elementos

importantes: el lenguaje utilizado y la significatividad de los contenidos. El primero implica que
los niveles, y su adquisicién, van muy unidos al dominio del lenguaje adecuado y, lo segundo,
que solo van a asimilar aquello que les es presentado a nivel de su razonamiento.

A continuacion, se describiran las caracteristicas de cada uno de los niveles.

Para el nivel 1 (Reconocimiento):

Percepcion de los objetos en su totalidad y como unidades.
Descripcion de los objetos por su aspecto fisico, se diferencian o clasifican considerando
semejanzas o diferencias fisicas entre ellos.

No se suelen reconocer explicitamente los elementos caracteristicos ni las propiedades de
los objetos.

Para el nivel 2 (Andlisis):

Percepcion de los objetos como formados por partes y dotados de propiedades, aunque no
se identifican las relaciones entre ellas.

Descripcion de los objetos con listas de propiedades, que puede que no sean suficientes
para caracterizar el objeto o que se incluyan mas de las necesarias.

Deduccion de nuevas propiedades a partir de la experimentacion y posible generalizacion a
todos los objetos de la misma familia.

La demostracion de una propiedad se realiza mediante la comprobacion en uno o en pocos
Casos.

Nivel 3 (Ordenacion o clasificacion)

Se pueden realizar clasificaciones logicas de los objetos considerando propiedades o
relaciones ya conocidas.

Comprension de lo que es una definicidn matematica y sus requisitos.

Utilizacion de razonamientos deductivos informales para demostrar una propiedad. Se
detecta la necesidad de justificar de manera general la veracidad de una propiedad.
Comprension de los pasos individuales de un razonamiento 16gico de forma aislada, pero
no del encadenamiento de estos pasos ni de la estructura de una demostracion.
Incapacidad para realizar una demostracion completa en la que haya que encadenar varias
implicaciones, y tampoco se siente su necesidad. Esto explicaria porque no se comprende
la estructura axiomatica de las matematicas.

Nivel 4 (Deduccion formal)

Se realiza, segun su necesidad, deducciones y demostraciones logicas y formales para
justificar las proposiciones planteadas.

Comprenden y manejan las relaciones entre propiedades y se formalizan en sistemas
axiomaticos.

Se comprende como se puede llegar a los mismos resultados partiendo de proposiciones o
premisas distintas lo que permite entender que se puedan realizar distintas formas de
demostraciones para obtener un mismo resultado.

Nivel 5 (Rigor)

Se conoce la existencia de diferentes sistemas axiomaticos y se pueden analizar y

comparar permitiendo comparar diferentes geometrias.

Se puede trabajar la geometria de manera abstracta sin necesidad de ejemplos concretos,
alcanzandose el mas alto nivel de rigor matematico.
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Se debe precisar que en las investigaciones reportadas suelen considerarse los tres o cuatro
primeros niveles, segtn el nivel educativo donde se lleven a cabo tales investigaciones.

Participantes e instrumentos

Se recogi6 informaciéon de dos grupos de estudiantes varones del 2do grado de secundaria,
cada uno de los grupos estaba formado por 26 estudiantes y sus edades fluctuaban entre 11 y 13
afios. En cuanto al tipo de muestra que se us6 en el estudio esta fue intencional, lo cual permitié
manejar de manera adecuada las caracteristicas excepcionales; es decir, se buscd una muestra que
era comprehensiva y que ponia el énfasis en los casos mas representativos. Para la recoleccion de
datos se aplico una prueba diagnodstica, instrumento que buscé identificar las principales
dificultades asociadas al estudio de temas geométricos. Para la elaboracion de la prueba se
consideraron elementos de la teoria de Van Hiele.

Estrategias para el analisis de los datos

Se establecieron categorias de analisis las mismas que emergieron del estudio de la
informacion que se recogid. Durante los procesos de categorizacion, contrastacion y teorizacion
en funcion a las respuestas frecuentes de los participantes, se plante6 el analisis, relacion y
comparacion de las respuestas. Es decir, las categorias de andlisis surgieron por las relaciones
que se dieron entre las respuestas. En cuanto a la interpretacion de los datos obtenidos estos se
hicieron a la luz de los elementos de los niveles de razonamiento geométrico: visualizacion y
reconocimiento, analisis, ordenacion o clasificacion, deduccion formal y rigor. Estas
herramientas, también, se usaron para el disefio de las preguntas de la prueba diagndstica.

Analisis y discusion de los resultados

La prueba contenia 14 items de tipo textual y grafico, algunos del nivel de identificacion y
otras mas complejas donde los estudiantes debian analizar y sintetizar los datos. En la prueba se
decidi6 utilizar items de respuesta abierta, ya que éstos permiten que los estudiantes expliquen
con detalle su forma de trabajo y sus justificaciones a los procedimientos aplicados; ademas, su
aplicacion fue simultanea a los dos grupos durante un tiempo de 40 minutos. Un inconveniente
derivado de la aplicacion de este instrumento es que para los estudiantes fue mas dificil
expresarse por escrito que verbalmente, por lo que se evidencio la tendencia a dar respuestas
cortas. A priori se considerd que la mayoria de ellos estarian en los niveles 1y 2, por lo que los
items se orientaron mayoritariamente a evaluar los niveles 1, 2 y 3.

El disefio de la prueba se centrd en los siguientes contenidos: nociones bésicas de
geometria plana y espacial, propiedades vinculadas al calculo de areas y perimetros de
cuadrados, rectangulos y tridngulos. Estos contenidos fueron seleccionados considerando los
programas curriculares de los dos afios previos y del presente grado escolar. A continuacion, se
resume las caracteristicas de los items elaborados considerando: nimero de items, contenido
geométrico de los mismos y niveles de razonamiento evaluados por cada item. Cada nivel es
evaluado por varios items, ademads, el mayor numero de preguntas corresponden a los niveles 1 y
2.
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Tabla 1
Caracteristicas de la prueba diagnostica de dificultades geométricas
Niveles
Item 1 2 3 Contenido geométrico
P- 1 v v Clasificacion de poligonos.
P-2 v v Diagonales de un poligono.
P-3 v Ubicacion espacio- temporal
P-4 v Poligonos y poliedros.
P-5 v v Perimetro y area.
P- 6 v v Perimetro de un cuadrilatero.
P-7 v Area de un cuadrilatero usando la nocién de
paralelismo.
P-8 v Distancia entre puntos.
P-9 v Relaciones de perpendicularidad, paralelismo y
oblicuas.

P-10 v Angulos agudo, recto, obtuso y llano.
P-11 v v Area y perimetro del tridngulo equilatero y cuadrado.
P- 12 v v Angulos alrededor de un punto.
P- 13 v v Relacion entre el volumen y areas.
P- 14 v v Area de cuadrados y triangulos.
Total |7 9 6

Fuente: elaboracion propia.

Analisis de los resultados teniendo en cuenta las categorias

A continuacion, se presenta el andlisis cualitativo de algunas de las respuestas:
Problema 1

Observa detenidamente cada una de las siguientes figuras. Indica aquellos que no son
poligonos. Justificalo en cada caso.
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Para los estudiantes los poligonos tienen varios lados que se cierran. En sus argumentos el
estudiante 1 escribid: “solo es un poligono si sus segmentos se cierran” evidenciando con ello un
nivel 1 dentro de los niveles de razonamiento geométrico, ya que usa propiedades de las figuras
geométricas para describirlas en funcion al aspecto fisico. Este mismo estudiante generd una
especie de leyenda O = es un poligono, X = no es un poligono (ver Figura 1). En el caso 12, el
estudiante marcé que es un poligono, esto devela que el estudiante no considera que los
segmentos tienen que ser rectos. Por otro lado, de la respuesta al caso 13, este estudiante indico
que no veia un poligono porque en un vértice se cruzaban muchos segmentos.
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El estudiante 2 confundid términos escribiendo: “polinomio es una figura con varios lados,
cerrada y plana”. Esto tal debido a lo reciente del aprendizaje de algunas operaciones con
polinomios. Esto devela una confusién semantica; sin embargo, analizando la respuesta del
estudiante existe ambigiiedad ya que no se especifica el cardcter secuencial de los vértices los
cudles se unen con segmentos. La nocion aprendida que persiste, pero que debe complementarse
con lo anterior es que es una de figura cerrada. Otro estudiante al que llamaremos 3 s6lo marco
de manera erroénea y no justifico su respuesta. El estudiante 4, sdlo escribio: “7 no estd cerrado y
11 no esté cerrado”. Se podria considerar que la caracteristica cerrada es para ¢l una
justificacion. Por otro lado, el estudiante 5, escribid: “solo la 3, 7 y 11 no son poligonos porque
sus lados no se cierran”. Todos los estudiantes consideraron de manera errénea a la
circunferencia como un poligono, ninguno de ellos preciso la naturaleza recta de los lados como
caracteristica de los poligonos.

Problema 5

La siguiente figura formada por cuadrados idénticos tiene perimetro 42 cm. (Cual es el area
de la figura?

El problema evaluaba la relacién que habia entre el area y el perimetro de una figura
compuesta de varios cuadrados. En relacion a las respuestas de los estudiantes, se detalla lo
siguiente: los estudiantes 1 y 2 contestaron correctamente, mostrando los calculos y relaciones
establecidas. Por otro lado, los estudiantes 3, 4 y 5 confundieron la medida de lados con
perimetros y no distinguieron la diferencia entre area y perimetro. Esto refleja un anélisis

inadecuado de las relaciones de estas propiedades.

Figura 1. Respuestas de los estudiantes 5 y I a Ia pregunta N7 5.

Problema 7

La forma de la biblioteca de Alejandria, la mas rica de la antigiiedad, tenia la forma indicada
en la figura: Sabiendo que EF es paralelo a AC, que ABCD es un cuadrado de 40 m de lado y
que AEFC es un rectangulo, calcular la medida del area ocupada por la biblioteca.

A
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Este problema demandaba que el estudiante reconozca que algunas propiedades se deducen
de otros datos, relacionen y clasifiquen figuras basandose en propiedades. Se comparte algunas
de las soluciones presentadas por los estudiantes: Los estudiantes 1 y 5 colocaron en el dibujo la
informacion del lado. Por otro lado, el estudiante 2 sefiald algunas operaciones que conducen a la
respuesta correcta del problema. El estudiante 3, indic6 en el dibujo datos incorrectos y sefial6 al
margen una operacion aritmética. El estudiante 4 completd datos en el dibujo en forma
incorrecta, ademads, mostr6 una adicioén que arrojaba un resultado incorrecto.

Figura 2. Respuesta del estudiante 4 a la pregunta N° 7.

Problema 13

José pinta las paredes de un almacén que tiene 6 metros de largo, 4 de ancho y 3 de alto.
(Qué area pintara, si solo deja de pintar la puerta cuyas medidas son de 1 metro de ancho por
2 de alto?

Los estudiantes 1 y 2 contestaron correctamente. Ademas, mostraron las operaciones que
los llevaron a esos resultados. Ademas, indicaron correctamente las unidades m? que
corresponden a las areas. En contraparte los estudiantes 3,4 y 5 calcularon el volumen del
paralelepipedo presentado y luego le restaron 2. Es decir, restaron magnitudes cuadradas de unas
magnitudes ctbicas cayendo en el error de operar con magnitudes de unidades diferentes.
Ademas, que mostraron poca comprension del enunciado propuesto al confundir areas con
volimenes.

rriigura 5. RTSPUTsSld UCT TSWUUIAIIT 4 d Id PICZUIIAd IN - 15,

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.



Conocimiento geométrico en contextos escolares 8

Conclusiones

Los estudiantes pueden relacionar las propiedades de una figura con otras propiedades de la
misma figura, pero en diferentes contextos no pueden establecer esa relacion.

Ademas, no poseen el vocabulario propio al nivel que el programa de estudios asume que debian
tener. Por otro lado, los estudiantes comprenden algunas de las interrelaciones existentes entre
diversas propiedades de una figura geométrica cuando se hace que centren su atencion en éstos,
pero si se les presenta dos situaciones aparentemente diferentes por si mismos no las clasifican
como pertenecientes a la misma familia, por lo que les es dificil resolver problemas distintos a
los propuestos. Ante esta situacion se recomienda atender las restricciones de origen matematico
y didéctico, sobre todo porque algunas respuestas de los estudiantes develan un limitado manejo
conceptual, es importante también promover la creacion de problemas reales que permitan el
transito de lo concreto a lo abstracto y cuya conceptualizacion y solucion se de en diferentes
registros de representacion. En este sentido, seria relevante proponer diferentes puntos de acceso
al conocimiento, partiendo del entorno y superando la atomizacion de los contenidos
geométricos; también es aconsejable relacionar la geometria plana con la geometria del espacio,
especialmente, para ampliar algunas definiciones en un entorno mas real para el estudiante.
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