TN Conferencia Interamericana de Educacion Matematica
¥ o Conférencia Interamericana de Educagéo Matemética
. a Inter-American Conference on Mathematics Education H

"‘ 7 UniverSidad 4 DR IOAD ||
{ 5 - 10 mayo/maio/may 2019 ( . ﬁ; de Medeliin L5 .A\NZI'I.()QIL A

Descriptores preliminares para la comprension del concepto de
Infinito y su relacion con las funciones de variable real, en el
contexto del Modelo de van Hiele

Alba Soraida Gutiérrez Sierra

Doctorando en Educacion, Universidad Metropolitana de Educacion Ciencia y Tecnologia
Panama

albasoraidagutierrez@gmail.com

René Alejandro Londofio Cano

Facultad de Educacion, Universidad de Antioquia

Colombia

renelondo@gmail.com

Resumen

Esta comunicacion pretende mostrar resultados parciales de la investigacion en
curso, “Descripcion de la comprension del concepto de infinito y su relacion con las
funciones de variable real, en estudiantes de Educacion Media y primeros semestres
de Educacion Superior, a través del Modelo de van Hiele”. La investigacion esta
basada en un enfoque cualitativo y usa el método estudio de casos, lo cual admite la
transformacion de la realidad en un contexto educativo particular con miras a
producir conocimiento practico que pueda ser generalizado. El instrumento de
indagacion es la entrevista semiestructurada de caracter socratico, lo que hace
posible confirmar descriptores hipotéticos que se resignifican a través de la
implementacién, modificacién y refinamiento de la misma, posibilitando reconocer
el nivel de compresion del concepto en cuestion.
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Introduccion

Una de las tareas en educacion es resignificar la cultura matematica, como un trabajo
creador en el que maestros y estudiantes reorganizan el saber para utilizarlo en solucion de
problemas de la vida real. El pensamiento matematico “se desarrolla en todos los seres humanos
en el enfrentamiento cotidiano a multiples tareas” (Cantoral y otros, 2005, p.19). La
problematica abordada desde el contexto de la investigacion muestra que cuando los estudiantes
se acercan al concepto de infinito, solamente lo hacen desde una nocidn intuitiva y relacionada
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con cantidad o tamafio, generando una serie de contradicciones conceptuales frente al hecho de
que no pueden establecer con suficiencia y claridad la conexién directa que tiene el infinito con
otros conceptos matematicos. Respecto al tema, ““se evidencia que el bajo rendimiento de los
estudiantes en cursos de calculo diferencial e integral, se encuentra asociado a la construccién
del concepto de funcion; una de las razones mas relevantes ante esta premisa, es la deficiente e
incompleta comprension del papel que juega el infinito en la teoria de los conjuntos” (Attorps,
Bjork y Radic, 2016, p.sf.). La presente comunicacion pretende mostrar las dificultades que se
generan en la concepcion y definicion del infinito y su relacion con funciones de variable real,
por parte de estudiantes de ultimo afio de educacién media y primer afio de Universidad. Para
abordar esta problematica se utiliza modelo de van Hiele, el cual permite describir y explorar el
nivel de razonamiento del concepto en cuestion.

Por su parte, Cantor (1932) sefiala que “existia una correspondencia biunivoca entre un
conjunto y un subconjunto de si mismo, lo que significo el establecimiento de una relacion de
orden para definir el infinito” (p.34). El avance del concepto de infinito, ha sido habitualmente
una polémica, lo que ha provocado una permanente confusion en los estudiantes sobre los
conceptos relacionados con él, dificultando la comprension del concepto mismo asociado a las
funciones de variable real. “Al no tener clara la relacion de estos dos conceptos en el célculo,
surgen consecuencias frente a la modelacion de situaciones y fendmenos cientificos que
fundamentan su analisis y explicacion a través del comportamiento de las funciones” (Dolores,
2004, p.17). Por otro lado, en lo que respecta al concepto de funcion, algunos autores han
demostrado la evolucion de este y sus implicaciones, “manifestando que esta intimamente ligado
al concepto primitivo de conjunto, y a su vez, induce al desarrollo de cantidad y de nimero
evidenciando la relacién con el infinito” (Gutiérrez y Jaime, 1989)

Soportes tedricos

El modelo de van Hiele es el soporte tedrico que fundamenta la presente investigacion,
dado que permite describir como comprenden los estudiantes el concepto de infinito y su
relacion con el concepto de funcidn, posibilitando disefiar descriptores hipotéticos para cada uno
de los niveles de razonamiento correspondientes. Como herramienta importante para detectar el
nivel de razonamiento de los estudiantes, se utiliza la entrevista socratica, la cual permite a través
de preguntas intencionadas que no sugieren de manera directa una ensefianza, que el estudiante
reflexione y comprenda el concepto en cuestion.

En cuanto al concepto de funcién, Gutiérrez y Jaime (1990) demostraron la evolucion del
concepto y sus implicaciones, poniendo de manifiesto que el concepto de funcién esta

intimamente ligado al concepto primitivo de conjunto y, a su vez, induciendo al desarrollo de los
conceptos de cantidad y de nimero, evidenciando la relacién con el concepto de infinito.

El infinito y su ensefianza en las matematicas

En las matematicas el infinito aparece de diversas formas; para Jato (2012):
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Desde el comienzo de la formacion escolar se empieza a conocer y convivir con el
infinito, concretamente con el infinito potencial que paulatinamente va adquiriendo
reflejo en nuestras estructuras mentales ya sea asociado a procesos ciclicos — alternancia
entre el dia y la noche- a procesos de conteo — nimeros naturales- o a traves del infinito
geométrico (...) en cuanto al infinito actual este aparece en la escena matematica con el
calculo infinitesimal y se prolonga en la ensefianza de grados universitarios del ambito
técnico cientifico (p. 14).

La ensefianza del infinito inicia desde edades tempranas en el &mbito escolar, se sitla
hacia la representacion de la numerosidad de un conjunto hasta la finalizacion del bachillerato,
con la idea més o menos formal de la nocion de limite, con la imagen exclusiva de un simbolo al
cual se le atribuye el sinbnimo de muy grande o muy pequefio. Esta singular representacion ha
dejado a un lado el papel que desempefia el infinito en innumerables tdpicos de aprendizaje de la
matematica en educacion media y universitaria, relacionados con conceptos, como: Numero real,
sucesion, derivada, tangente u otros conceptos asociados. En la ensefianza de las matematicas, la
incorporacion del infinito, permite dar una mirada de la literatura cientifica de diversos estudios
para tratar de comprender el papel que desempefia en la construccién de objetos matematicos; a
partir de esto: Belmonte y Sierra (2009) consideran que el concepto de infinito es esencial para
comprender nociones matematicas como limite, continuidad, derivada, integral, sucesiones,
funciones y series, entre otras.

El modelo de van Hiele y el concepto de infinito

El origen del modelo de van Hiele surge de las dificultades del aprendizaje en la
geometria, fue abordado por los esposos Pierre M. van Hiele y Dina Van Hiele-Geldof, quienes
en 1957 lo presentan como resultado en sus disertaciones doctorales en la Universidad de Utrecht
(Holanda); la experiencia que los esposos poseian producto de su trabajo como docentes, los
llevaron a estudiar de fondo las dificultades que mostraban sus estudiantes para solucionar
problemas en la geometria, al plantear situaciones cotidianas de la misma indole en diferentes
contextos, los estudiantes carecian de ideas y comprensién para alcanzar a resolverlos desde su
propia perspectiva, es decir que cuando ellos aprendian los conceptos de memoria no era
suficiente para plantear, resolver y hallar una solucion valida; en consecuencia el fracaso los
Ilevaba a pensar que la matematica era dificil y en particular la geometria.

El modelo de van Hiele ha sido implementado en diferentes investigaciones para describir
la comprension de algunos objetos matematicos por parte de estudiantes; este modelo es una
propuesta adecuada -entre muchas otras- que describe de manera integral y con suficiente rigor,
cdémo se desarrolla la evolucion de la comprensidn del concepto de infinito y sus implicaciones
en otros campos de la matematica y demas areas del conocimiento.

Cuando se reflexiona sobre la descripcion y el proceso de comprension de un concepto
matematico especifico, se asocia en relacion a identificar diferentes formas de razonamiento y se
puede valorar su progreso (Hoffer, 1893). A nivel de la instruccidn, marca pautas a seguir por los
profesores para favorecer el avance de los estudiantes en el nivel de razonamiento geométrico en
el que se encuentran. En consecuencia y como producto de las disertaciones, Pierre van Hiele
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disei6 un sistema de niveles de pensamiento en geometria y Dina Van Hiele enfoco sus estudios
en el progreso de los niveles de pensamiento de los estudiantes

De esta forma concibieron que el proceso de aprendizaje bajo estos dos aspectos basicos
permita explicar como el razonamiento geométrico de los estudiantes acontece a través de una
serie de niveles. El aprendizaje, para los van Hiele, citados por Shaughnessy y Burger (1985), es
una diferenciacion y reestructuracion progresiva de campos que producen estructuras mentales
nuevas y mas complejas. Los niveles altos son alcanzados si las reglas que rigen a las estructuras
mas bajas se han hecho explicitas y han sido interiorizados, llevando esto al desarrollo de
estructuras mentales mucho mas complejas.

Metodologia

La investigacion esta orientada en un enfoque cualitativo, de tipo estudio de casos, cuyo
proposito es alcanzar una comprension en profundidad del caso en si mismo; segtin Stake (1999)
“solo se estudia un caso, 0 unos pocos casos, pero se estudian en profundidad” (p. 19). Por lo
tanto, el estudio de casos se considera el mas pertinente, por cuanto permite obtener informacion
detallada de la manera como razonan los estudiantes entrevistados, en relacion al concepto objeto
de estudio (Londofio, 2011, p. 182). Para la recoleccién de la informacion se utilizo como
herramienta fundamental la entrevista socratica; mediante el guion de entrevista se verifican los
descriptores hipotéticos correspondientes a cada nivel de razonamiento y se describe la
comprension de los estudiantes en relacion con el concepto de infinito, a través del concepto de
funcidn de variable real.

La Entrevista Socratica

El método socrético, nace de los didlogos que sostenia Socrates para llevar al individuo a
encontrar la verdad sobre el conocimiento. Por tal razon, se considera una estrategia para
promover el pensamiento critico, y de este modo, el estudiante sea quien descubra el
conocimiento, utilizando una serie de preguntas y el andlisis de sus propias respuestas, es decir;
se construye conocimiento a partir de la reflexion critica de una situacion motivada. En este
sentido, la elaboracion de la entrevista socrética, debid ser cuidadosamente estructurada por
varios aspectos: el primero es el lenguaje, factor fundamental para determinar si el estudiante ha
comprendido los conocimientos matematicos; entre otros, estan el vocabulario y las relaciones
significativas entre los conceptos, los cuales fueron factores de andlisis en el desarrollo de la
investigacion. En estas razones, se resalta la descripcion que realiza De la Torre (2003) sobre el
método socratico y el modelo de van Hiele, trayendo algunos apartes de su articulo “El método
socratico y el modelo de van Hiele”
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El método empleado por Sdcrates consta de dos partes: destructiva una, creativa la otra. En la
primera etapa, Socrates toma como punto de partida la concepcion del interlocutor acerca del
asunto en cuestion, permitiéndole descubrir las contradicciones y las faltas de tal concepcion.
En la segunda etapa, llamada mayéutica, Socrates se ve a si mismo como una partera que
ayuda a su interlocutor a dar a luz, a descubrir, a develar la verdad que lleva en si mismo, a
quitarle a esta verdad el velo que la cubre. Es esencial al método el empleo sistematico de la
ironia socratica, que consiste en simular ignorancia sobre la materia de que se trata, con el fin
de hacer aparecer la verdad, a través del dialogo entre el maestro y el aprendiz; la induccién
en Socrates no es un método de demostracion o prueba, sino un procedimiento encaminado a
sugerir el significado de una definicidn universal, que se presenta a la mente con fuerza 'y
claridad. La definicion, por su parte, se justifica en la medida en que las consecuencias
derivadas de su adopcion sean satisfactorias. En el modelo van Hiele se insiste en el cuidado
que debe tenerse con las premisas siguientes: EI maestro tiene que asegurarse del interés de
los alumnos en el problema y debe captar su atencion desde el comienzo. El método socrético
solo es efectivo en la medida en que se pueda garantizar que cada uno de los alumnos alcanza
la solucion mediante su trabajo personal. EI profesor no podra llenarse de impaciencia ni
darles la solucion prematuramente. El trabajo es individual y las conversaciones colectivas en
el aula deberan ser guiadas por el maestro, de modo que se le permita avanzar también a
aquellos que se muevan a paso lento. EI maestro debe reconocer acertadamente la dificultad
del problema, para que todos los estudiantes conserven el interés hasta el fin, sin que ninguno
de ellos olvide el corazdn del asunto. (p.101).

En este proceso, el dialogo simple pero complejo a la vez, evidencia como la metodologia
de Sdcrates aporta al modelo, en el fondo induce la manera en que se puede ensefiar al estudiante
un concepto desde su propia experiencia, modificando de cierta forma lo aprendido y volviendo
a analizar, reflexionar e inferir otra perspectiva del objeto matematico, entendido como la
estimulacidn para orientar el razonamiento.

Resultados parciales

El modelo de “van Hiele es utilizado como una propuesta que permite describir las
concepciones de razonamiento en un objeto matematico especifico, desarrollando la indagacion y
cuestionamiento permanente para adquirir un conocimiento propio sin necesidad de ensefar”
(Londofio y otros, 2017, p.124). Al describir como comprenden los estudiantes el concepto de
infinito a través del concepto de funcion de variable real, se utilizaron descriptores hipotéticos de
acuerdo a cada nivel establecido en el mismo modelo. A continuacion, se especifican cada uno
de los niveles que postula el modelo de van Hiele, las caracteristicas enmarcadas en él y uno de
los descriptores, a modo de ejemplo, que deben cumplir los estudiantes para estar clasificados de
acuerdo al nivel de razonamiento en que se encuentra.
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En este estudio se seguira la nomenclatura por J. Llorens (1997):
Nivel 0, Predescriptivo
Nivel I, de Reconocimiento Visual
Nivel I1, de Analisis
Nivel 111, de Clasificacion, de Relacion.

Nivel 0. (Predescriptivo)

En este nivel, los estudiantes reconocen los elementos bésicos aritméticos y geométricos
para percibir y describir las figuras, formas o conceptos como un todo, enfatizandose en lo fisico
y concreto.

e ldentifica que una recta y un segmento de recta estan conformados por infinitos puntos

Nivel 1. (Visual)

Para que un estudiante se encuentre clasificado en el Nivel I, de reconocimiento visual,
debe: reconocer las figuras y formas por su apariencia global, y percibirlas como objetos
individuales.

e Reconoce que hay infinitos numeros en un intervalo cerrado de la recta real.

Nivel Il (De analisis).

En este nivel los estudiantes analizan las partes o elementos que componen una figura
geomeétrica y sus propiedades, a partir de este analisis puede deducir otras propiedades de las
figuras, generalizandolas a las figuras de una determinada clase, de otro lado, no relacionan las
distintas propiedades de las figura geométricas, por lo que no pueden hacer clasificaciones de
esas figuras basandose en sus propiedades.

e Analiza procesos que permiten construir biyecciones entre un conjunto infinito y un
subconjunto infinito propio de él, infiriendo que podrian tener la misma cantidad de
elementos.

Nivel 111 (De clasificacion o relacion)

Los estudiantes relacionan las figuras y sus propiedades. Reconocen que unas
propiedades se deducen de otras y son capaces de desarrollar secuencias de proposiciones para
conjeturar que una propiedad se deriva de otra. Sin embargo; no reconocen la necesidad del
rigor, ni la relacion entre lo que han aprendido con otros sistemas deductivos que pueden ser
semejantes; pueden seguir una demostracién formal, pero generalmente no son capaces de
reproducirla. Sin embargo, pueden clasificar l6gicamente y aprender relaciones entre distintas
clases de figuras, pero no comprenden la necesidad de la formalizacion (demostraciones
generales) ni las estructuras axiomaticas.

e Reconoce de manera analitica la densidad de los reales en un intervalo definido.
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Reflexiones o conclusiones.

En estudios como los de Londofio & Jurado (2005), Esteban (2003) Jaramillo C. (2001),
entre otros, evidencian que el disefio de la entrevista socratica para la comprensién de diversos
objetos matematicos, permitio de manera efectiva conseguir el objetivo de describir la
comprension. A partir de los anteriores resultados y de el obtenido en la presente investigacion,
se puede conjeturar que la implementacion de un dispositivo elemental pero bien estructurado,
permite acceder facilmente a la comprension del concepto de infinito, sin duda necesario en el
disefio de una entrevista socratica, pues contribuye a que el desarrollo del trabajo de campo se
Ileve a cabo con més naturalidad y efectividad en el proceso de comprension.

Esta investigacion evidencia que los procesos de descripcion y razonamiento para la
comprension que tienen los estudiantes frente a la percepcidn no cuantificable sobre el concepto
de infinito, puede contribuir de manera efectiva a establecer su relacion con el concepto de
funcion de variable real.
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