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Resumen

El curriculo vigente de Matematicas de Costa Rica fue aprobado en 2012, ha
planteado importantes retos a las autoridades del Ministerio de Educacion Publica de
ese pais. En este sentido, los docentes han enfrentado complicaciones para disefiar
situaciones de aprendizaje congruentes con los fundamentos tedricos curriculares.
Seguidamente se muestra un ejemplo de un problema matematico para ser
desarrollado en los solones clase, cuya solucion articula diferentes elementos
curriculares. Se describe el momento y la intensidad en que cada uno de estos
elementos participa. Entre otros aspectos se ejemplifica un modelo desarrollado por
el Proyecto Reforma de la Educacion Matematica en Costa Rica que relaciona una
serie de indicadores con tres niveles de complejidad, para evaluar el nivel de
participacion de los procesos y capacidades matematicas en la solucion del problema.

Se espera que este ejemplo sea ilustrativo para favorecer una mejor comprension de
la puesta en practica de este curriculo y apoye una planificacién educativa coherente
con é€l.

Palabras clave: educacidon matematica, didactica de la matemadtica, curriculo
matematico, planificacion de tareas matematica.

Introduccion

Desde el 2013 en Costa Rica se inici6 la implementacion de un nuevo curriculo
matematico para la educacion preuniversitaria. A pesar de que han transcurrido ya mas de seis
afios desde que se inicid este proceso, todavia quedan importantes retos para plasmar en los
salones de clase lo establecido en el curriculo. Una de las labores mas importantes para este
trabajo de aula consiste en la planificacion de tareas o problemas dirigidos a los estudiantes que
vengan a articular apropiadamente los diferentes elementos curriculares. En el presente
documento se ejemplifica la interaccion de diferentes los elementos curriculares en un problema
que ha sido propuesta para trabajar con estudiantes de décimo afio en concordancia con el
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curriculo de matematica de Costa Rica.
Sintesis de la propuesta curricular

Los fundamentos tedricos que sustentan el curriculo matematico de Costa Rica promueven
la generacion de capacidades cognoscitivas superiores en procura de lograr una competencia en
el uso de las Matematicas para la vida, consiste en promover la capacidad para utilizar la
disciplina para un mejor entendimiento del entorno y favorecer la toma de decisiones (MEP
2012).

Los conocimientos matematicos incluidos en el curriculo pertenecen a cinco areas:
Geometria, Niimeros, Relaciones y Algebra, Medidas y Probabilidad y Estadistica. Para cada de
ellas se definen dos tipos de habilidades: especificas y generales. Las primeras son capacidades
para desarrollar en el corto plazo e interactian con los conocimientos matematicos del area. Las
segundas se plantearon para ser logradas a lo largo de un ciclo educativo', normalmente estan
constituidas por un grupo de habilidades especificas donde se establecen diversas formas de
integracion (Ruiz 2018). La cantidad y calidad de los conceptos o conocimientos matematicos ha
sido formulada en funcién del progreso de las capacidades que se desean desarrollar.

Para una adecuada puesta en practica del curriculo se establecido como estrategia didactica
la resolucion de problemas a partir de cuatro momentos: presentacion del problema, trabajo
independiente de los estudiantes, contrastacion y comunicacion de estrategias, y cierre o
clausura (MEP 2012. p.13). Par los problemas en el aula, se consideran dos etapas: en la primera
se plantea uno o mas problemas organizados para la generacion de nuevos conocimientos o
habilidades, en donde el estudiante pueda construir el aprendizaje y lograr habilidades en la
busqueda de soluciones a los problemas. En la segunda etapa se promueven problemas
encaminados a la movilizacion de los conocimientos o habilidades adquiridas previamente, con
el propdsito de consolidar lo aprendido y su implementacion (MEP 2012).

Para lograr una adecuada transicion entre interaccion de los conocimientos matematicos y
habilidades especificas con las habilidades generales en camino a la competencia matematica, los
estudiantes deben adquirir ciertas capacidades superiores transversales que permitan avanzar
progresivamente. Estas capacidades se asocian a lo que el curriculo consigna como procesos
matematicos (colecciones de acciones que fomentan las capacidades) y se activan al momento en
que los estudiantes adquieren habilidades especificas en la implementacion de conocimientos
matematicos mediante la resolucion de problemas. En resumen, los procesos matematicos
constituyen actividades cognitivas que realizan los individuos dentro de las distintas areas
matematicas. Se consideren cinco procesos

® Razonar y argumentar: incluye actividades mentales que desencadenan formas del
pensamiento matemadatico para desarrollar capacidades en la comprension de una
Justificacion, ademas desarrollar argumentaciones y conjeturas, entre otras.

e Plantear y resolver problemas: Refiere al planteamiento de problemas y el diseiio de
estrategias para resolverlos. Aqui se dard un lugar privilegiado a los problemas en
contextos reales. Se trata de capacidades para determinar las estrategias y métodos mds
adecuados al enfrentar un problema.

o Comunicar: es la expresion y comunicacion oral, visual o escrita de ideas, resultados y

1 ., . . , .. . ~ . L, .
La educacion primaria esta constituida de dos ciclos de tres afios cada uno y la secundaria académica
incluye un ciclo de tres afos y el ultimo de dos afios.
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argumentos matemdticos. Busca generar la capacidad para expresar ideas y sus
aplicaciones usando el lenguaje matematico de manera escrita y oral a otras personas.

o Conectar: pretende el entrenamiento estudiantil para la obtencion de relaciones entre las
diferentes dareas matematicas. De igual manera, persigue motivar conexiones con otras
asignaturas y con los distintos contextos.

e Representar: Pretende fomentar el reconocimiento, interpretacion y manipulacion de
representaciones multiples que poseen las nociones matemdticas (grdficas, numéricas,
visuales, simbolicas, tabulares). También pretende desarrollar capacidades para
traducir una representacion en términos de otras, comprendiendo las ventajas o
desventajas. (Chaves 2017. p.4)

La participacion de los procesos matematicos en forma sistematica permite generar las
capacidades superiores (que llevan los mismos nombres de los procesos). Sin embargo, para
alcanzar estas capacidades es necesario que en las tareas matematicas o problemas que se utilizan
en la accion educativa posean diferentes niveles de complejidad que, a su vez, son producto de la
activacion de estos procesos en diferentes grados. Los niveles considerados en el curriculo se
resumen en:

e Reproduccion: se refiere a ejercicios relativamente familiares que demandan la
reproduccion de conocimientos ya practicados.

e (Conexion: remite a la resolucion de problemas que no son rutinarios, pero se desarrollan
en ambientes familiares al estudiante, la conexidén entre los diversos elementos, en
particular, entre distintas representaciones de la situacion.

e Reflexion: incluye la formulacion y resolucion de problemas complejos, la necesidad de
argumentacion y justificacion, la generalizacion, el chequeo de si los resultados
corresponden a las condiciones iniciales del problema y la comunicacion de esos
resultados. (MEP 2012).

Propuesta para la valoracion de problemas

Debido a la importancia con conlleva el disefio de tareas o problemas matematicos que
sean consistentes con los fundamentos curriculares en cada una de las etapas, ya sea en el trabajo
de aula o para la evaluacion misma; a lo interno del Proyecto Reforma de la Educacion
Matematica en Costa Rica, se ha disefiado un modelo que permite evaluar los problemas en
consonancia con los diferentes elementos curriculares. Para ello se incluyen indicadores que
valoraran la intervencion de cada uno de los procesos matematicos de acuerdo con el nivel de
complejidad con que se activa en la solucion del problema. Entonces, el modelo esta constituido
por dos elementos:

e 61 indicadores que consignan la intervencion de los procesos matematicos en un problema
organizados en tres grados distintos.
e 5 criterios para que a partir de los indicadores y de la estructura de su intervencion se
pueda realizar valoracion (Ruiz 2018. p. 103).
La siguiente figura ilustra que se pueden establecer tres grados de complejidad creciente
de la intervencion de los procesos o capacidades.
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Figura 2. Grados de procesos/ capacidades superiores. Ruiz 2018. p.118

Para el disefio de estos indicadores se ha tomado en cuenta los principios establecidos en el
curriculo, donde se incluyen ciertas pautas generales relacionadas con los niveles de complejidad
de un problema. El siguiente cuadro resume estas pautas:

Tabla 1: Niveles de complejidad: indicadores en el curriculo

Nivel C: Reflexion

Plantear y resolver
problemas complejos.

Nivel B: Conexion

Interpretar una
situacion matematica
con exigencia mayor
que en el nivel de
reproduccion.

Nivel A: Reproduccién

Reconocer objetos o
métodos matematicos

oquivaienioe. Argumentar, justificar, y

generalizar la resolucion
de problemas
complejos.

Identificar objetos
matematicos o

propiedades matematicas | Resolver problemas

sencilas dentro de una
situacion familiar dada.

rutinarios y aplicar
algoritmos estandar, en
ambientes familiares al
estudiante.

Identificar y escrbr
de manera sencila
aunque coherente
matematicamente,
expresiones que
poseen simbolos,

Realizar procedimientos

qQue no son rutinarios
pero se desarrollan en
ambientes familiares al
estudiante.

Conectar distintas
representaciones
de una situacion
(algebraicas,
numéricas, graficas,
etc).

Conectar elementos
matematicos dentro
de un area o que
relacionan dos o mas

Comprobar si los
resultados obtenidos
corresponden a las
condiciones de partida
del problema.

Comunicar los
resultados de

la aplicacion de
estrategias con
lenguaje matematico y
precision matematica.

Conectar elementos
matematicos de dos o

férmulas y computos no

complicados. mds asignaturas.

areas matematicas.

Fuente: MEP, 2012

Una vez que la participacion de cada proceso ha sido valorada, para evaluar el problema
completo se realiza una ponderacion segun con el grado que presentd en cada proceso, donde se
consideran los criterios:

e NCI: cuando en un problema la intervencion de los procesos no supera el grado 1, se
acepta que el problema es de reproduccion.

e NC2: cuando en un problema la intervencion en al menos dos procesos es de grado 2 y se
pueden identificar al menos tres indicadores en ese grado, se acepta que el problema es de
conexion.

e NC3: cuando en un problema la intervencion en al menos dos procesos es de grado 3 y se
pueden identificar al menos tres indicadores en ese grado, se acepta que el problema es de
reflexion. (Ruiz, 2018, p. 124-125)
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Si no se satisfacen estas condiciones se definen nuevos criterios para clasificarlo, se toma
en consideracion los indicadores del mayor grado y valoraciones particulares en cada problema,
los procesos “Razonar y argumentar” y “Plantear y resolver problemas” ocupan un lugar
preponderante en esta etapa.

Ejemplo de implementacion de la propuesta en Probabilidades

Las Probabilidades fueron incluidas dentro del area denominada Estadistica y Probabilidad,
con el propdsito de estudiar la incertidumbre y el azar en diferentes contextos. No se plantea
llevar a cabo un estudio profundo y abstracto de este tema. Se inicia con analisis intuitivos en
los primeros aios de la primaria y paulatinamente se van construyendo diferentes conocimientos
que permitan concluir, a finales de la secundaria, con ideas claras de conceptos como: diferencias
entre azar y determinismo, el papel del azar en fendmenos aleatorios, definiciones: clasica y
frecuencial de probabilidad, Axiomas de Kolmogorov, teoremas bésicos sobre probabilidades,
ley de los grandes nimeros, entre otros. Con el logro de habilidades planteadas en curriculo se
espera que los estudiantes sean capaces de utilizar las probabilidades para modelar situaciones
aleatorias simples y valorar su papel en la toma de decisiones en condiciones de incertidumbre.

Seguidamente se muestra un problema que esta estructurado para ser aplicado a estudiantes
de décimo afio (cuarto afio de secundaria) en el area de Estadistica y Probabilidad.
Concretamente este problema se ha ubicado dentro del estudio de las probabilidades; sin
embargo, como se verd mas adelante intervienen también otras areas.

Problema: lanzamiento de un dardo

Considere que usted, junto a un grupo de amigos, generan un juego que consiste en lanzar
un dardo a una figura que se encuentra sobre el piso a una distancia de 10 metros. La
figura esta constituida por un rectangulo de 50 centimetros de ancho y 150 centimetros de
largo. Las figuras internas son un hexagono regular, un circulo y un cuadrado, tal como
muestra:

150 cm

50cm

Figura 3. Lanzamiento de un dardo

Participan cuatro jugadores, a cada uno se le asigna aleatoriamente una region, cada vez
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que el dardo caiga en dicha region se asigna un puntaje al jugador correspondiente
independientemente de quién lance, gana el jugador con mayor puntaje después de varios
lanzamientos.

Si usted tuviera que establecer este puntaje (entre cero y cien) a cada color o region
dentro del rectangulo, para que el juego sea equitativo (probabilisticamente honesto) para
quienes lo practiquen ;cudles serian los valores correspondientes a cada color?

Primeramente establezca los supuestos estadisticos o probabilisticos para que el juego sea
aleatorio.

Solucion
Antes de realizar el analisis curricular se requiere analizar una de las posibles soluciones.
Supuestos

Tal como fue diseniado el juego, cabe la posibilidad de que el dardo caiga fuera de la
region original o incluso en una linea divisoria que sea imperceptible de identificar la
region en la que se encuentra. Entonces el primer supuesto seria:

1) Sieldardo cae fuera de la figura o justo sobre una linea divisoria entre regiones se
repite el lanzamiento tantas veces como sea necesario.

Por otro lado, debido a las caracteristicas de las regiones y a las variantes en las
distancias desde el punto de lanzamiento a cada una de ellas, en necesario suponer que:

2) Esigualmente probable que el dardo caiga en cualquier punto del rectangulo
original.

Tomando en cuenta estos supuestos, de acuerdo con las dimensiones dadas para las
regiones, para que exista equidad o justicia en el puntaje que se asigne a cada color (o
region dentro del rectangulo), el mismo debe estar en una escala inversamente
proporcional a la probabilidad de que el dardo caiga en cada una de las regiones o (lo
que es equivalente) a la proporcion de area que representa cada region. Por esta razon,
para resolver el problema, primeramente se requiere determinar el area de cada una de
las regiones.

Las dimensiones del rectangulo son 50 cm de ancho y 150 cm de largo. Por esta razon, la
figura de color azul corresponde a un cuadrado de 50 cm de lado, por lo que su drea viene
dada por:

50 cm-50 cm = 2500 cm?
Por otro lado, la figura de color verde es un circulo de 50 cm de diametro, por ello su area
viene dada por:

- 25%cm? ~ 1963,49 cm?
Para el hexagono se sabe que las diagonales miden 50 cm, al tratarse de un hexagono
regular, el lado mide 25 cm.
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La medida de la apotema del hexagono
viene dada por:

a=+25%2—1252cm =~ 21,65 cm

El area del hexagono aproximadamente
seria:

6:25cm-21,65cm

5 = 1623,75 cm?

Finalmente, el area de la region gris corresponde al complemento de la suma de las dreas
de las tres figuras con respecto al area de la region rectangular que las incluye.

El area de las tres figuras (cuadrado, circulo y hexagono) mide aproximadamente:
2500 cm? + 1963,49 cm? + 1623,75 cm? = 6087,24 cm?
El area total del rectangulo en donde se incluyeron las figuras es:
150 cm - 50 cm = 7500 cm?
El area de la region gris seria aproximadamente:
7500 cm? — 6087,24 cm? = 1412,76

De acuerdo con lo anterior y segun establece la definicion clasica de probabilidad, se

tendria:
Region Area en cm’ Probabilidad de ocurrencia (%)
Azul (cuadrado) 2500,00 0,333
Verde (circulo) 1963,49 0,262
Amarilla (hexagono) 1623,75 0217
Gris 1412,76 0,188
Total 7500,00 1,000

Seguidamente se deben utilizar estos valores para determinar los puntajes
correspondientes a cada region, lo cuales deben estar en relacion inversa a las

probabilidades :
., Relacion inversa a la probabilidad  Peso relativo Puntaje por region en
Region 1 e
(m) por region escala 0 a 100

Azul (cuadrado) 3,00 0,179 17,9
Verde (circulo) 3,82 0,228 22,8
Amarilla (hexagono) 4,61 0,275 27,5
Gris 532 0,318 318
Suma 16,75 1,000 100

Analisis didactico del problema

1. Conocimientos y areas incluidas
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Primeramente se van considerar las 4reas matematica que intervienen en la solucion del
problema. Este problema resulta ilustrativo para observar esta integracion de conocimientos y
habilidades en diferentes dreas matematicas. Ademads de Probabilidad y Estadistica la solucion
integra las areas de Geometria y Relaciones y Algebra. Los conocimientos correspondientes a
cada una de ellas son:

Estadistica y Probabilidad

e Reglas basicas de probabilidad y otras propiedades (MEP 2012. p. 436).
Geometria

* Poligonos: drea (MEP 2012. p. 389).
Relaciones y Algebra

e Proporcionalidad inversa (MEP 2012. p. 329).

En concordancia con lo anterior, aparecen en el los programas de estudios habilidades
relacionadas con las tres areas, tanto especificas como generales.

2. Participacion de los procesos

Seguidamente se describe la forma en que se activa cada uno de los procesos matematicos
y su nivel de complejidad. Para ello se consideran los indicadores que se elaboraron dentro del
Proyecto Reforma de la Educacion Matematica en Costa Rica. Los codigos que aparecen son los
que se utilizan en dicha propuesta tal como se puede observar en Ruiz” (2018). Hay que tener
presente que para la clasificacion se consideran los indicadores de mayor grado; es decir, puede
ocurrir que haya dos indicadores de grado 1 que corresponde a un proceso, pero si hay un
indicador de grado 2 que se satisface también, entonces solamente se incluye aquel o aquellos
correspondientes al mayor de los grados.

Razonar y argumentar:

La informacion no esta en forma explicita, esto obliga a los estudiantes a plantear e
implementar diferentes argumentos vinculados con el calculo de dareas y con la
proporcionalidad inversa. En este sentido el problema la situacion resulta novedosa para
los estudiantes de décimo ario (RA3.1). Por esta misma razon, se requiere desarrollar
argumentos que utilizan integradamente distintos conceptos o métodos matemdticos para
resolver el problema (RA3.2). Ademas, requieren identificar los supuestos que deben
considerarse para hacer viable el juego, por ello precisan demostrar que comprenden la
amplitud y limites de los problemas aleatorios (RA3.4). Grado 3

Plantear y resolver problemas

El problema planteado resulta novedoso, se requiere implementar diferentes estrategias
que incluyen: el andlisis visual, el calculo de areas, la identificacion de la probabilidad de
las regiones, la identificacion del inverso multiplicativo de las probabilidades y su uso
para determinar como el peso relativo de cada region (PRP3.1). Grado 3

Conectar

Se debe realizar la conexion entre diferentes matemdaticos que se aplican para la solucion

> Si el lector desea conocer con mayor detalle la propuesta para la valoracion de las tareas matematicas, la
descripcion detallada de los indicadores con los respectivos niveles de complejidad, la nomenclatura y
otros detalles asociados, se le invita consultar Ruiz (2018)
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y una situacion de un contexto ludico, para resolver un no estudiado y relativamente
complejo (C3.1). Grado 3

Comunicar

Se ponen en juego diferentes conceptos que tienen gran trascendencia dentro de los
analisis matematicos. En primer lugar, en el andlisis de los supuestos surge la idea de
equiprobabilidad de los puntos dentro del rectangulo (uniformidad probabilistica), el
calculo de las areas para determinar directa o indirectamente la probabilidad que el
dardo caiga en cada region, la identificacion de que los valores buscados estan en
proporcion inversa con estas probabilidades y su determinacion posterior. Por ello, se
requiere seguir una secuencia de razonamientos matemadticos abstractos y complejos que
no han sido estudiados (COM 3.1), ademas expresar ideas, acciones, argumentos y
conclusiones usando lenguaje matemadtico y precision matematica (COM3.2). Grado 3.

Representar

En el desarrollo del proyecto se debe hacer una adecuada lectura de la informacion
textual y visual para la determinacion de areas de cada region, pasar luego a las
probabilidades o las proporciones correspondientes del area de cada region en relacion al
rectangulo que las incluye, luego deben convertir estos valores en nuevas representaciones
que son sus inversos multiplicativos y finalmente determinar los pesos relativos de cada
region en la escala de 0 a 100. (R3.1y R3.2) Grado 3.

Con el proposito de simplificar la redaccion, en la descripcion anterior los indicadores del
apéndice han sido parafraseados y resumidos. Sin embargo, en ella se muestra el aporte de este
problema a la consecucion de las capacidades superiores en cada caso.

3. Nivel de complejidad del problema

Tal como se observa en la descripcion previa, todos los procesos se activan con el mayor
grado, esto es una muestra de que el problema se puede ubicar con un nivel de complejidad alto,
es decir es un problema de Reflexion.

4. Accion de aula y momentos de la leccion

El analisis de este problema permite que los estudiantes alcancen un nivel superior de
razonamiento. Este es un claro ejemplo por medio del cual se relacionan conceptos geométricos,
algebraicos y probabilisticos para resolver un problema que, aunque hipotético, ejemplifica una
situacion ludica que requiere de mucha destreza matematica y del dominio de diferentes
habilidades para encontrar la solucion.

Aunque los célculos no son complejos, el mayor reto se enfoca a la identificacion y
planificacion de la estrategia matematica que se debe implementar para encontrar la solucion.
Por esta razon, es necesario otorgar el tiempo necesario para que los estudiantes puedan debatir
en la interpretacion del problema y en la busquela de una estrategia de solucion. Es posible que
inicien con estrategia de ensayo y error que les ayude a identificar la ruta correcta. El docente
debe estar atento para apoyar este proceso.

Dada la complejidad del problema que se ha incluido en el proyecto, no es adecuado
utilizarlo para la generacion de conocimiento nuevo sino para una etapa posterior que permita la
movilizacion y aplicacion de las habilidades adquiridas en diferentes areas matematicas. Con
esto se demuestra que los problemas de movilizacion no siempre son problemas de reproduccion
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de conocimientos, sino que es conveniente retar al estudiante para utilice los conocimientos y
habilidades adquiridas en situaciones de mayor complejidad que le permitan alcanzar
capacidades mayores de razonamiento.

Conclusion

En el marco de un curriculo enfocado a la generacion de capacidades superiores como el de
Costa Rica, la posibilidad de realizar una descripcion y clasificacion en las diferentes tareas
matematicas que se proponen, ya sea para la accion de aula o para las evaluaciones, se convierte
en un instrumento de vital importancia para apoyar la accién docente y su puesta en practica de
dicho curriculo.

En particular, para el caso Costa Rica, estas o otras valoraciones semejantes permiten
realizar un planeamiento educativo acorde con los fundamentos tedricos del dicho curriculo.
Estas acciones permitirian al docente dosificar el trabajo de aula de manera que exista un
adecuado equilibrio entre tareas o problemas de diferentes niveles de complejidad, un equilibrio
en la participacion de los procesos matematicos y de los ejes disciplinares. Al mismo tiempo,
ofrece la oportunidad de evaluar la adquisicion de los aspectos mas tangibles como es la relacion
entre conocimientos matematicos y habilidades especificas, pero mas importante aiin permite
visibilizar el transito entre esta relacion que ocurre en el corto plazo hacia la adquisicion de las
habilidades generales y de la competencia matematica en el mediano y largo plazo. Esto se
consigue gracias la interaccion de los procesos matematicos y sus niveles de complejidad en los
diferentes problemas, y por ende, la consolidacion de las capacidades de orden superior. Todo
esto privilegiando la accion estudiantil quienes son participes directos de todo el proceso.

Por otro lado, un planeamiento equilibrado como el que se indic6 en el parrafo anterior,
donde se valore la pertinencia de cada permite al docente valorar la pertinencia de cada una ellas,
ya sea para la accion de aula o para las evaluaciones, en un marco mucho més amplio como es un
planeamiento educativo en congruencia con los fundamentos del curriculo. La capacidad de
precisar el grado de participacion de cada proceso matematico permite mapear las acciones que
se estarian estableciendo para avanzar de acuerdo con las posibilidades de los estudiantes hacia
el logro de capacidades matematicas. Desde el punto de vista de una sana planificacion
educativa, la realizacion de esta practica permite ir haciendo los ajustes necesarios para
consolidar la intervencion de los procesos en el corto, mediano y largo plazo, por lo que apunta
solidamente al fortalecimiento de la competencia matematica. Al mismo tiempo, en el caso de la
evaluacion, los resultados que se puedan obtener mediante la puesta en practica de este proceso
de planificacion en las acciones de aula, suministran informacion sobre el avance de los
estudiantes y su rendimiento, de modo que se puedan establecer las acciones correctivas
correspondientes.

La propuesta para la valoracion de las problemas es un importante insumo que se espera
venga a contribuir en la articulacion de una estrategia evaluativa que sea congruente con el
potencial de los principios curriculares que se han plasmado en los programas de estudio.
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