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Resumen

La obra aqui consignada detalla la elaboracion de un taller en el que se utiliza el
software GeoGebra 3D para la construccion y deduccion de planos tangentes a
superficies dadas (no parametrizadas). La propuesta del trabajo se desarrolla por
medio de una guia impresa o digital a dos columnas, en la cual los participantes
postulardn paso a paso el disefio de diferentes ejercicios junto con la ayuda de los
facilitadores. Se concluye haciendo un analisis constructivo del trabajo realizado y la
ponderacion de limitaciones o recomendaciones por parte del pablico participante.

Palabras clave: GeoGebra 3D, planos tangentes, tecnologia, recurso didactico,
superficies.

Introduccion

En el &mbito de la Educacion Matematica es bien conocido el paquete computacional
GeoGebra que, desde su lanzamiento, ha tenido un enorme auge como un recurso didéactico al
combinar elementos de Aritmética, Geometria, Algebra, Andlisis, Célculo, Probabilidad y
Estadistica. Mas recientemente, este software ha ofrecido una vista geométrica en tres
dimensiones, la cual puede estar sujeta a experiencias pedagogicas provechosas y de gran valor
en la ensefianza y aprendizaje.

En este sentido, Madrid (2015) indica que las diversas ventajas de GeoGebra ... han
motivado su utilizacion durante los ultimos afios en numerosas experiencias en el aula en
distintos niveles educativos para favorecer la comprension de distintos contenidos...” (p. 32).
Aunado a ello, los profesores concuerdan que el software desde su interfaz en 3D facilita el
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aprendizaje sobre objetos tridimensionales, permitiendo un mayor éxito en el proceso de generar
nuevas estructuras cognitivas en los educandos (Baltaci y Yildiz, 2015).

En fin, este software de geometria dindAmica permite manipular de forma virtual
superficies en tres dimensiones, lo que favorece el razonamiento matematico por medio de los
modelos visuales, beneficiando el aprendizaje significativo.

En concordancia con lo expuesto anteriormente, si se revisan textos y cursos
universitarios que estudian temas relacionados al calculo diferencial en varias variables, es casi
una constante que se toquen contenidos a fines a planos tangentes a superficies, pero desde una
perspectiva algebraica y simbdlica, dejando de lado la parte visual.

Por lo anterior, este taller tiene como objetivo la construccion y deduccion de planos
tangentes a superficies dadas (no parametrizadas) apoyado en la visualizacion por medio del
sofware GeoGebra en tres dimensiones.

Aspectos Teoricos

Una adecuada préactica visual en el proceso de ensefianza y aprendizaje para ciertos
contenidos de Matematica puede contribuir a mejorar la comprension de estos, ademas que
permite indagar y profundizar mas lo estudiado (Rojas y Esteban, 2012). Bajo esta premisa, no
simplemente se trata de ver, sino que la persona quien aprende, sea capaz de representar,
modelar, transformar, razonar, documentar y comunicar la informacion visual en
su pensamiento y lenguaje.

De hecho, desde hace més de 20 afios existen especialistas en Educacién Matematica que
han insistido en una buena visualizacion en aquellos contenidos que lo ameriten. Asi lo
menciona Hitt (1998), al escribir que “Es importante promover el uso de varios sistemas de
representacion, y el uso reflexivo de nuevas tecnologias que permitan dar significado concreto a
las nociones matematicas” (p. 42).

Abonado a ello, el uso correcto de la visualizacion por medio de algun paquete
computacional, ademas de estimular el razonamiento matematico, posee un caracter motivador,
ya que promueve el interés hacia los temas estudiados y es un mecanismo efectivo para salir del
aprendizaje memoristico y repetitivo (Rojas y Esteban, 2012).

Dado lo anterior, es necesario facilitar la comprensién de un concepto matematico con
ayuda de una imagen visual, que puede ser aportada por alguna herramienta informaética, y que a
su vez permita hacer relaciones y conversiones entre la parte grafica y la parte algebraica,
insistiendo que “El uso reflexivo y creativo de las nuevas tecnologias permite dar un significado
concreto a las nociones matematicas” (Gatica y Ares, 2012, p. 105).

Dado lo anterior es imperativo buscar ... herramientas que ayuden a la visualizacion de
los conceptos, como es el caso del uso de la computadora para aprovechar el dinamismo que
ofrece y favorece actvidades de manipulacion” (Gatica y Ares, 2012, p. 93), siendo el uso de
GeoGebra 3D un excelente insumo para este fin, ya que brinda a los educandos una visualizacion
mas clara y por ende permite una mejor comprensiéon (Mora, 2018).

De la pagina oficial de GeoGebra?, se lee explicitamemte

1 Consultar en https://www.geogebra.org/about
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GeoGebra es un software de matematicas dindmicas para todos los niveles educativos que retine
geometria, algebra, hoja de calculo, gréaficos, estadistica y calculo en un solo programa facil de
usar. GeoGebra es también una comunidad en rapida expansion, con millones de usuarios en casi
todos los paises. GeoGebra se ha convertido en el proveedor lider de software de matematica
dinamica, apoyando la educacion en ciencias, tecnologia, ingenieria y matematicas (STEM:
Science Technology Engineering & Mathematics) y la innovacion en la ensefianza y el
aprendizaje en todo el mundo.

En este punto, y como se escribid brevemente en la introduccidn, el uso adecuado de
GeoGebra es sumamente beneficionso en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica,
principalmente en los procesos de visualizacién, por lo que enfatizar mas en ello es reiterativo.
Lo novedoso es su interfaz en tres dimensiones, la cual es un instruento que se puede explotar
pedagOgicamente alin mas.

Por otro lado, y por la naturaleza de este taller y para efectos del mismo, es un menester
tener claro las definiciones de los conceptos matematicos que se van a manipular:

e Las cuadricas son superficies cuadraticas, de las cuales se usaran las mas elementales y con
ecuaciones sin términos mixtos, es decir, que representan superficies no rotadas. Entre
ellas: el elipsoide, el paraboloide hiperbdlico, el hiperboloide de una hoja, el hiperboloide
de dos hojas y el cono.

¢ Se llama plano tangente a una superficie S en un punto P de la misma, al plano que
contiene todas las tangentes a las curvas trazadas sobre la superficie por el punto P.

e Alpunto P € S, definido anteriormente, se le llama punto de tangencia.

Metodologia del taller

Para el abordaje de este taller es necesario que el participante tenga los siguientes
conocimientos previos:

e Nociones de célculo diferencial e integral en varias variables, especificamente, que pueda
calcular el gradiente para una superficie dada.

e Nociones de algebra lineal, especificamente, geometria vectorial, donde pueda calcular la
norma de un vector, el producto punto y sepa definir un plano vectorialmente.

Para efectos del taller, las nociones anteriores se pueden consultar en Pita (1995) y Mora
(2017). Por otro lado, es importante advertir que la naturaleza del taller consistira en generar un
conocimiento didactico a docentes como a estudiantes en el area de la Educacion Matematica,
por medio de la herramienta tecnoldgica descrita, con el fin de realizar clases amenas y
comprensibles. De igual forma, cualquier interesado en el area puede proveerse de ideas para
esta actividad.

Con esto, el modelo de esta taller es pedagdgico. De acuerdo con Alfaro y Badilla (2009),
el taller pedagdgico se considera como una modalidad didactica que permite compartir diferentes
experiencias académicas, intercambiar criterios, conocimientos e ideas entre los participantes.
Dentro de éste se permite realizar diversos ejercicios y actividades, que permitan un proceso de
ensefianza y aprendizaje, y que deben ser previamente planificadas, de tal forma que los
participes “aprendan haciendo” y construyan sus propios significados, lo cual conlleva a la
validacion de sus procesos cognitivos.

Asi, el taller estara caracterizado por momentos (0 etapas) que permitan abordar la
importancia del tema. De esta manera, se desarrollaran tres momentos en el mismo.
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El primero consiste en hacer una breve explicacion del GeoGebra 3D; esto es, el uso de
las herramientas basicas y la construccién de algunas superficies y planos, como se muestra en la
Figura 1.
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)

Figura 1. Vista de una superficie en GeoGebra 3D.

El segundo momento de este taller consiste en el uso de una guia. Esta guia contiene una
serie de ejercicios en los cuales, para cada uno, existen dos columnas. La primera columna debe
llenarse con las instrucciones algebraicas para la deduccion del plano tangente y la segunda
columna se llena con iméagenes recortadas del GeoGebra 3D de su visualizacion. Ver Figura 2.

1. Determinar el plano tangente a la curva x* + 3y* + 2z° = 10

Paso#l:

ax?+3y? +222=10

Dibujamos la superficie

Paso#2:

X ., Flx,yz) = x*+3y*+22 - 10
Definimos la funcion F(x,y,z) = x"2 + |
3y*2 4 2262 =10

Paso#3:

Determinamos el gradiente de la funcion F

Figura 2. Vista de una superficie en GeoGebra 3D.

En tal caso, habran tantos recortes como pasos necesarios para lograr la deduccion.
Realizado esto, se usara el GeoGebra 3D para animar mediante un botdn la aparicion del texto y,
simultaneamente, la aparicion del plano tangente a la superficie dada. La Figura 3 muestra la
idea final de lo que se desea hacer.
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1. Dibujamos la superficie
2. Definimos la funcién F=0 que representa
la ecuacion de la superficie igualada a cero

1
i
'
Q 1

Figura 3. Deduccién del plano tantente en GeoGebra 3D. Paso a paso.

Para el tercer momento de este taller los participantes junto a los facilitadores realizaran
un andlisis del trabajo documentado mediante un cuestionario, el cual serd brindado por los
autores del taller. Con esto, se da término a la actividad en el tiempo dispuesto para dicha sesion.

Es importante considerar que “ la implementacion de tecnologias que permitan a los
estudiantes ser disefiadores activos mediante el uso de programas, aplicaciones y demas, facilita
que desarrollen mejor las habilidades de comprension en todos los campos del conocimiento al
que se expongan” (Caro, 2015, p. 739) por lo que la vinculacion de la tecnologia al taller
pedagdgico exhorta un control y flexibilidad sobre los tiempos en relacion al alcance de las
deducciones que se produzcan.

Conclusiones

El desarrollo de este taller permite reflexionar a los participes sobre la implementacion de
actvidades didacticas, donde se utiliza GeoGebra en tres dimensiones, y sus bondades en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de contenidos matematicos donde la visualizacion es un
componente pedagdgico significativo.

Asimismo, la experiencia de abordar el taller es una forma de exhortar a la comunidad
docente en Matematica para buscar nuevos tratamientos metodologicos en temas que asi lo
requieran, donde se haga un uso reflexivo y adecuado de las tecnologias de informacién y
comunicacion, como es en este caso, GeoGebra 3D.
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