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Resumen

Este documento muestra los avances de una propuesta de investigacion que busca
caracterizar las estructuras y mecanismos mentales que evidencian estudiantes de
secundaria (14 a 15 afios) al resolver tareas matematicas que requieren de la
coordinacion entre representaciones estaticas y dindamicas del concepto de funcién.
Para ello, se exponen los elementos que componen la Teoria APOE (Arnon et al.,
2014) y algunos aspectos de la Teoria de Registros de Representacion (Duval, 2004),
que fundamentan tedricamente esta propuesta. Ademas, se muestra una adaptacion
del Ciclo de Investigacion de la teoria APOE que direcciona el desarrollo de este
proyecto.

Palabras clave: funcion, coordinacion, representaciones, registros, APOE,
secundaria.

Introduccion

El concepto de funcion es una de las ideas fundamentales de las matematicas actuales, ya
que muchos de los otros conceptos de matematicas y otras ciencias giran alrededor de este.
Especialmente, se puede encontrar el concepto de funcion en los cursos de matematicas de la
escuela y la universidad. Sin embargo, este concepto es uno de los mas dificiles de comprender
(Eisenberg, 1991, Carlson y Oehrtman, 2005, Hitt, 2005, Sanchez, 2009). Una de estas
dificultades es la falta de coordinacion entre sus diferentes representaciones (Guzman, 1998,
Duval, 2004, Sanchez, 2009, Oviedo et al., 2012, Prada-Nufiez, Hernandez-Suarez y Ramirez-
Leal, 2016). Por ello, se hace necesario poner el foco en investigaciones previas, en las cuales se
haya trabajado sobre el concepto de funcion.
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Estudios sobre el concepto de funcion en Didactica de las Matematicas

Sin hacer un analisis exhaustivo, dentro de estos estudios se pueden citar autores como
Eisenberg (1991), Carlson y Oehrtman (2005), Hitt (2005), Sanchez (2009), quienes insisten que
los estudiantes siguen teniendo una comprension debil del concepto de funcion. Por ejemplo,
Carlson y Oehrtman (2005) proporcionan una vision general de lo que implica conocer y
aprender el concepto de funcion. Los autores afirman que el concepto es dificil de comprender
para los estudiantes porque en su ensefianza se hace mucho énfasis a los procedimientos.
Aseguran Carlson y Oehrtman (2005): “este fuerte énfasis procedimental no ha sido efectivo
para construir concepciones de funciones fundamentales, las que permiten la interpretacion
significativa y el uso de la funcion en varios escenarios representativos y novedosos” (p. 2).

Para contribuir sobre este fendmeno de estudio se han tomado como referentes tedricos la
teoria APOE (Arnon et al., 2014) y los Registros de Representacion Semidtica (Duval, 2004), ya
que se consideran complementos uno del otro. Por un lado, la teoria APOE es un modelo que
describe cdmo se pueden aprender conceptos matematicos; es un marco utilizado para explicar
cémo puede construirse en la mente de un individuo un concepto matematico. Por otro lado, la
teoria cognitiva de Duval estudia fendmenos relativos al conocimiento, es un marco para medir
niveles de comprension de los estudiantes.

Estudios sobre las representaciones semidticas y el concepto de funcion

Los estudios realizados bajo la teoria de registros de representacion, generalmente
muestran que una de las dificultades en el aprendizaje del concepto de funcion, es el paso de un
sistema de representacion a otro. Es decir, a los estudiantes se les dificulta conectar, o bien,
articular los diferentes registros de representacion, lo que hace que se limite el estudio del
concepto de funcidn, y por ende, la comprension del mismo. Guzman (1998), Duval (2004),
Sanchez (2009), Oviedo et al. (2012), Prada-Nufiez, Herndndez-Suarez y Ramirez-Leal (2016),
entre otros autores asi lo confirman en sus investigaciones. Se puede ver por ejemplo, el trabajo
de Guzman (1998), que toma el marco de las representaciones semidticas para su estudio. Alli la
autora considera tres registros para analizar algunas representaciones de las nociones de
funciones: gréfico, algebraico y lenguaje natural. Los resultados muestran que los estudiantes
recurren a un solo registro, en especial, el algebraico. Ademas, las respuestas de los estudiantes
se limitan al registro en el cual se plantea la pregunta, segun la autora, esto se debe a que no
logran coordinar dos 0 mas registros.

Estudios sobre el concepto de funcion visto desde la Teoria APOE

Un estudio preliminar hecho por Dubinsky (1991) sobre funciones, es fundamentado en la
Teoria APOE y en la comprensidn que él tiene del concepto desde el punto de vista matematico.
Su intencion es ilustrar el poder explicativo de la teoria y establecer pautas para el trabajo
empirico posterior. Dubinsky manifiesta que una serie de actividades matematicas pueden lograr
que el estudiante construya un Esquema de funcidn, mas aun, estas actividades pueden requerir
que el Esquema se reconstruya a un nivel mas alto en el que una funcién, mas alla de ser un
Proceso interiorizado, es un Proceso que puede ser tratado como un Objeto por el sujeto como
resultado de la encapsulacién (Dubinsky, 1991).

En general, Dubinsky ha observado que una parte importante al entender una funcién, es
construir un Proceso que se pueda utilizar para dar sentido a un cierto tipo de fenémeno. Este
Proceso, necesariamente requiere de la interiorizacion o encapsulacion por parte del individuo.
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En otras palaras, mas alla de replicar algiin procedimiento, se requiere de mecanismos de
abstraccion reflexiva para que el individuo pueda construir el concepto de funcion.

Se resalta que aunqgue inicialmente las investigaciones realizadas bajo la Teoria APOE se
enfocaron en el estudio de pensamiento matematico avanzado, donde segin Romero (2016) se
espera que los estudiantes ya cuenten con estructuras abstractas sobre las cuales trabajar, hoy se
pueden encontrar investigaciones en el nivel de secundaria, y otras mas, que se proponen por
ejemplo, con poblaciones con discapacidad auditiva.

Las investigaciones presentadas hasta aqui junto con otras ya realizadas por varios autores,
han reportado diversos acercamientos al concepto de funcion. Existen estudios didacticos,
cognitivos, histdricos, epistemologicos, entre otros, para explicar fendmenos de ensefianza y
aprendizaje, relacionados a este concepto.

Estos y otros estudios han reportado diversos acercamientos al concepto de funcion.
Existen estudios didacticos, cognitivos, histéricos, epistemolégicos, entre otros, para explicar
fendmenos de ensefianza y aprendizaje, relacionados a este concepto.

Para continuar, se describen las estructuras y mecanismos mentales que explican la
construccién de conocimiento matematico y su rol en el disefio de una descomposicion genética.
Ademas se explica de manera general el Ciclo de Investigacion que propone la teoria. Por otra
parte se discuten elementos fundamentales de la teoria de Registros de Representacion que son
usados para estudiar fendbmenos relativos al conocimiento.

Referente Tedrico
Elementos de la Teoria APOE

Estructuras y mecanismos mentales: Teoria APOE y construccién de conocimiento
matematico

En términos de APOE, una estructura mental es cualquier estructura relativamente estable
que usa un individuo para dar sentido a situaciones matematicas (Arnon et al., 2014). Dicha
estructura es construida en la mente del individuo y puede seguir desarrollandose gracias a lo que
se denomina: mecanismo mental (medio por el cual se desarrolla una estructura mental). En esta
teoria, las estructuras son definidas como: Accidn, Proceso, Objeto y Esquema, de ahi el
acronimo de APOE, y los mecanismos como: interiorizacion, encapsulacién, coordinacion,
reversion, desencapsulacion, tematizacion y generalizacion.

Una Accidn es una transformacion guiada por un conjunto de instrucciones externas al
individuo. Estas Acciones se realizan paso a paso, cada paso es fundamental y no es posible
omitir ninguno. Dichas Acciones pueden ser basicas o complejas dependiendo del contexto y la
experiencia de cada individuo. En el caso de las funciones, por ejemplo, si un individuo sustituye
algunos valores del dominio en funciones de las que conoce su expresion algebraica, y encuentra
su imagen, se considera que tiene una concepcion Accion del concepto.

Los Procesos son Acciones interiorizadas que se construyen usando el mecanismo de
interiorizacion o de coordinacion. A medida que las Acciones se repiten y el individuo ya no
depende de instrucciones externas, sino que ahora tiene control sobre ellas se dice que la Accion
ha sido interiorizada en un Proceso (Arnon et al., 2014). Esto es, el individuo tiene la capacidad
de omitir, invertir o imaginar el paso a paso, sin tener que realizar explicitamente cada uno de
ellos. Para el caso de las funciones, el individuo puede pensar en un elemento de entrada que es
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transformado dada una regla, para generar un elemento de salida. El mecanismo de
interiorizacion le permite al individuo considerar que todos los elementos del dominio han sido
transformados. Cuando el individuo construye un Proceso es consciente y reflexivo sobre las
Acciones que realiza.

El mecanismo de encapsulacion va mas alla de la concepcion Proceso, este ocurre cuando
un individuo busca aplicar acciones sobre un Proceso. Para el caso del concepto de funcion, este
mecanismo permite realizar composiciones y aplicar transformaciones sobre funciones. Es decir,
generar nuevas funciones a partir de funciones conocidas.

La desencapsulacion se da cuando un individuo necesita regresar al Proceso que dio origen
al Objeto, siempre que sea necesario.

El mecanismo coordinacion, fundamental en la construccion de algunos Objetos y mas
aun, en esta investigacion, se puede evidenciar cuando el individuo tiene dos 0 méas Procesos y
necesita construir un tnico Proceso que pueda ser encapsulado.

El mecanismo de reversion permite a un individuo revertir un Proceso existente dando
origen a un nuevo Proceso. Un ejemplo de este mecanismo puede darse cuando el individuo
necesita trabajar sobre la funcién inversa.

Los Esquemas son un conjunto de otras estructuras mentales (Acciones, Procesos, Objetos,
otros Esquemas) que contienen las descripciones, la organizacion y los ejemplos de dichas
estructuras que un individuo ha construido alrededor de un concepto matematico. Finalmente, el
mecanismo tematizacion es el que posibilita a un individuo aplicar transformaciones al Esquema
construido.

Las relaciones entre estas estructuras y mecanismos son generalmente presentadas como
aparece en la Figura 1.

Esquema

interiorizacion

acciones

procesos
coordinacion

objetos reversion

encapsulacion

desencapsulacion

Figura 1. Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de contenido matematico (Arnon et al.,
2014, p. 18)

La relacién entre los elementos que se muestran en la figura 1 es considerada por Dubinsky
(1991), citado en Arnon et al. (2014), como un “sistema de retroalimentacion circular”. Del
mismo modo Asiala et al. (1996, citado en Arnon et al., 2014), describen la interaccion entre las
estructuras y los mecanismos que la generan: La construccion de un Objeto matematico inicia
cuando un individuo manipula Objetos construidos previamente; esta manipulacion esta definida
por las Acciones que puede realizar sobre él. Dichas Acciones al ser interiorizadas por el
individuo son estructuradas en Procesos que posteriormente son encapsulados para formar
Objetos. Los Objetos, pueden desencapsularse para regresar sobre el Proceso que le dio origen.
Por ultimo, las Acciones, los Procesos y los Objetos pueden ser organizados en Esquemas.
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Las estructuras y mecanismos mentales que constituyen la Teoria APOE, fueron descritos
con el fin de dar paso al desarrollo de modelos tedricos que un individuo construye para aprender
un concepto. Estos modelos son llamados descomposiciones genéticas.

Descomposicion Genética

Una descomposicion genética en palabras de Arnon et al., es “un modelo hipotético que
describe las estructuras y mecanismos mentales que un estudiante podria necesitar para aprender
algun concepto matematico especifico” (p. 27).

Estas descomposiciones pueden ser fundamentadas desde experiencias de aprendizaje 0
ensefianza, hasta el analisis de libros de texto. Las descomposiciones genéticas también pueden
fundamentarse en resultados de investigaciones previas, el desarrollo histérico epistemologico de
los conceptos matematicos, entre otros aspectos que definen los conceptos matematicos y su
didactica. Las descomposiciones genéticas de un concepto o nocion matematica no son unicas,
estan determinadas por la experiencia de los individuos resolviendo situaciones mas o menos
relacionadas con un concepto o nocion particular.

Ciclo de investigacién basado en la Teoria APOE

Las investigaciones fundamentadas en APOE involucran tres componentes: analisis
tedrico, disefio e implementacion de instruccidn, y recoleccion y andlisis de datos.

Inicialmente, en el ciclo de investigacion, se propone un analisis tedrico del desarrollo
cognitivo del concepto a estudiar, en el caso de esta investigacion: el concepto de funcion. Esta
primera componente de analisis tedrico, genera una descomposicion genética preliminar basada
en la comprension matematica del concepto de funcion desde diversas maneras: como lo
comprende el investigador, los libros de texto, como se comprende histéricamente, a través de
las experiencias como docente, o de investigaciones hechas previamente, entre otras. Esta
descomposicion genética preliminar guia el disefio e implementacidn de ensefianza que es
justamente la segunda componente de este ciclo de investigacion. La ensefianza esta orientada,
en palabras de los autores, a “promover la abstraccion reflexiva en lugar de obtener respuestas
correctas” (Arnon et al., 2014, p. 58). Si esta descomposicion preliminar es una buena
aproximacion a la construccién del concepto de funcion, la tercera etapa, recoleccién y andlisis
de datos, va a permitir la validacion de la descomposicion genética y su implementacion en la
ensefianza. En esta implementacion, se recolectan los datos para dar respuesta a dos
interrogantes: ¢ Los estudiantes aparentemente realizan las construcciones mentales descritas por
la descomposicion genética? ¢ Qué tan bien aprendieron los estudiantes el concepto en cuestion?
(Arnon et al., 2014, p. 94).

Si el investigador concluye que en efecto, los estudiantes aparentemente realizan las
construcciones mentales descritas por la descomposicion genética preliminar, pero no
aprendieron el concepto en cuestion, el analisis tedrico es reconsiderado y modificado. Pero si ni
siquiera realizan las construcciones descritas por la descomposicion genética preliminar, la
ensefianza debe ser reconsiderada y modificada. Es decir, este ciclo puede ser repetido hasta dar
respuesta afirmativa a los dos interrogantes propuestos y tener como resultado, una
descomposicion genética validada.

Elementos de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica

Una representacion es interpretada por Duval como una “codificacion de la informacion”.
Ademas, Duval asegura que “no es posible estudiar los fendmenos relativos al conocimiento sin
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recurrir a la nociéon de representacion” (Duval, 2004, p.25). Por otro lado, Duval se refiere a la
semiosis como una implicacion de la variedad de signos que pueden ser utilizados para ponerlos
en correspondencia. En efecto, los sistemas semidticos, que permiten que se cumplan las tres
actividades cognitivas inherentes a toda representacion (representacion de alguna cosa,
transformar las representaciones, y convertir las representaciones) se denominan registros de
representacion semiotica.

El autor analiza entonces, las representaciones semidticas en las que se llevan a cabo todos
los aprendizajes sujetos a una ensefianza, ya que dichas representaciones permiten una “mirada
del objeto”. Las representaciones semioticas pueden ser: esquemas, figuras, graficos, expresiones
simbdlicas, etc. Ademas, Duval afirma que la propiedad méas importante de esas representaciones
es su transformabilidad en otras representaciones que guardan todo el contenido de la
representacion inicial, o que guardan solo una parte de ese contenido. Particularmente, esta
transformabilidad se da con las actividades cognitivas de las representaciones semioéticas, las
cuales son descritas a continuacion.

Actividades cognitivas de representacion inherentes a la semiosis

Las actividades de formacidn, tratamiento y conversion que se presentan en este apartado,
son fundamentales para el analisis de un aprendizaje conceptual. Dicho aprendizaje centrado en
el cambio y la coordinacion de los distintos registros de representacion, resulta muy beneficioso
en la comprensién de conceptos (Duval, 2004, p. 49).

La primera actividad, la formacion de una representacion semiotica, es el medio de
seleccion de unos signos que establecen lo que se quiere representar. Esto es, el medio para
expresar una representacion mental o para evocar un objeto real. Por ejemplo, se realiza la
actividad de formacion cuando se representa una funcion en lenguaje algebraico. La segunda
actividad, la actividad de tratamiento, consiste en transformar una representacion inicial en otra
representacion terminal dentro del mismo registro, con el fin de “expandir” la informacion
brindada. En el caso de las funciones, cuando se pasa de escritura conjuntista a escritura
funcional, se esta haciendo tratamiento de la representacion, ya que ambas escrituras hacen parte
del registro algebraico. La tercera actividad conocida como conversion, consiste en transformar
una representacion dada en un registro, a otra representacion de un registro distinto al inicial, por
ejemplo, trasformar una funcion del lenguaje algebraico a un esquema gréafico, pero sin ser
reducida a un algoritmo. Esta actividad puede favorecer la coordinacion de los registros de
representacion.

Método

El método que sera usado para la investigacion, es el ciclo de investigacién de la Teoria
APOE (Arnon et al., 2014) con algunas adaptaciones en el disefio e implementacion de
ensefianza. En dicha componente se puede ver el rol que juega la Teoria de Duval en esta
propuesta de investigacion.

A continuacion se describe el desarrollo de cada una de estas componentes.
Anélisis tedrico

El objetivo principal de esta componente, es disefiar una descomposicion genética
preliminar del concepto de funcion basada en estudios de libros de texto, investigaciones previas

y experiencia propia, que determine un camino viable para los estudiantes. Es decir, dicha
descomposicion debe ser realizable por los estudiantes, para que puedan construir el concepto de
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funcién.

Para el disefio de la descomposicion genética, se toma como guia el trabajo realizado por
Roa-Fuentes y Asuman Oktag (2010) en el cual dan a conocer el procedimiento que siguieron
para disefiar una descomposicion genética sobre el concepto de transformacion lineal.

Después de realizar la descomposicidn genética preliminar, se pasa a la siguiente
componente del ciclo de investigacion: disefio e implementacion de un modelo de ensefianza.

Disefio e implementacion de un modelo ensefianza

Los individuos que participan en esta investigacion son estudiantes que cursan noveno
grado (14 — 15 afios) en la institucion publica Fundacion Colegio de las Ameéricas, ubicada en el
municipio de Bucaramanga.

Inicialmente, se genera un espacio para que los estudiantes se familiaricen con un ambiente
dindmico, especificamente, con el software de geometria dindmica GeoGebra. Siguiendo el ciclo
metodoldgico de ACE (estrategia pedagdgica que consta de tres componentes: Actividades,
discusion en Clase, y Ejercicios), se busca introducir actividades en el aula para promover los
mecanismos asociadas a la abstraccion reflexiva. Las actividades buscan potenciar la
construccidn de estructuras mentales propuestas en la descomposicion genética preliminar. Estas
actividades debido a que estdn fundamentadas en la teoria de Duval, incluirdn problemas de
situaciones nuevas que involucren la transformacidn de estructuras previas y que permitan la
coordinacion entre las diferentes representaciones del concepto de funcion. En la discusion en
clase, se espera que los estudiantes reflexionen sobre el trabajo que estan desarrollando.
Finalmente, se dejan tareas extra-clase para que refuercen el trabajo que han realizado.

Recoleccion y analisis de datos

Para la validacion de la descomposicion genética preliminar y la implementacion de la
ensefianza, se usan tres instrumentos: 1. Prueba diagnostica, 2. Prueba pos-instruccién, y 3.
Entrevista semiestructurada.

La prueba diagnostica evalua las construcciones previas a la ensefianza sobre el concepto
de funcidn y si estas construcciones son las propuestas en la descomposicién genética preliminar.
Asimismo la prueba diagnoéstica evaluara las habilidades de los estudiantes en los registros de
representacion. Con la prueba pos-instruccion se espera caracterizar las concepciones
desarrolladas por los estudiantes y se pretende responder a los interrogantes planteados en el
ciclo de investigacion: ¢ Los estudiantes aparentemente realizan las construcciones mentales
descritas por la descomposicion genética? ¢Qué tan bien aprendieron los estudiantes el concepto
en cuestion? (Arnon et al., 2014, p. 94). Se recuerda que para validar la descomposicion genética
preliminar, la respuesta a estos dos interrogantes debe ser afirmativa. Finalmente, la entrevista
semiestructurada se propone para gque los estudiantes tengan la oportunidad de defender sus
respuestas en la prueba pos-instruccion. Mas aun, la entrevista es el instrumento que ayuda a
validar las construcciones mentales que se caractericen en la descomposicion genética.

Reflexiones iniciales

Dado que las investigaciones realizadas bajo la Teoria APOE, inicialmente se enfocaron en
el estudio de pensamiento matematico avanzado (matematicas universitarias), se esperaba que
los estudiantes ya contaran con estructuras abstractas sobre las cuales trabajar. Esta propuesta,
por el contrario, pretende trabajar con estudiantes que tienen sus primeros acercamientos
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formales al concepto de funcion, para que estos logren construir estructuras mas sélidas del
concepto.

La descomposicion genética disefiada, podria servir como herramienta para describir y
predecir el pensamiento matematico de un individuo genérico, es decir, la descomposicion
genética puede ser usada por cualquier estudiante que tenga las caracteristicas generales del
grupo en el que se pretende llevar a cabo la ensefianza, esto es, “esta al alcance” de cualquier
estudiante que curse noveno grado. No es una forma que solo pueda usar un individuo con
caracteristicas particulares. Dicha descomposicion también podria ser una herramienta para
elaborar secuencias de ensefianza, incluso, secuencias elaboradas por el profesor mismo.

Se hace énfasis en que este documento muestra los avances de una propuesta de
investigacion, por ende, ésta sigue en construccion.
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