\ =y Conferencia Interamericana de Educacion Matematica
. Conférencia Interamericana de Educacdo Matematica
Inter-American Conference on Mathematics Education H
Medellin - Colombia : : l I
= . (e, ‘Unlver5|da,d ~ . UNIVERSIDAD
5 - 10 mayo/maio/may 2019 ,,i.., de Medellin DE ANTIOQUIA

Pensamiento funcional en estudiantes de quinto grado de primaria
cuando resuelven actividades con patrones numéricos

Genny Rocio Uicab Ballote

Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional
México

rocio.uicab@cinvestav.mx

Montserrat Garcia-Campos

Universidad Pedagdgica Nacional

México

mgarciac@g.upn.mx

Resumen

Esta comunicacion presenta los resultados preliminares de una investigacion, que
indaga sobre como se manifiesta el pensamiento funcional en estudiantes de entre 10
y 12 afios cuando resuelven actividades con patrones numéricos que involucran
funciones de dos variables. Se asume presencia de pensamiento funcional cuando los
estudiantes pueden expresar una correspondencia entre las dos cantidades variables
involucradas. En este documento se reportan resultados del analisis de las respuestas
a 13 actividades aplicadas a 31 estudiantes de una escuela primaria pablica en Tekit,
Yucatan, México.

Palabras clave: pensamiento funcional, patrones numéricos, correspondencia, nifios
de 10-12 afios.

Introduccion

El interés en fomentar el pensamiento algebraico en estudiantes de edades tempranas
(estudiantes de Educacién Primaria) no es una idea nueva, en la Gltima década ha habido un
mayor énfasis y también aceptacion para desarrollar ideas algebraicas en estas edades. Existen
trabajos de investigacion que reportan cdmo diversos nifios de educacion primaria generan
estrategias, argumentan y justifican ciertas tareas matematicas que le son presentadas,
evidenciando en ellos, ideas algebraicas (e.g. Kieran, 2004; Carraher, Schlieman, Brizuela 'y
Earnest, 2006; Blanton y Kaput, 2011; Brizuela y Blanton, 2014).

De acuerdo con Tanisli (2011) uno de los componentes basicos del pensamiento
algebraico es el pensamiento funcional. En edades tempranas dicho pensamiento implica
centrarse en la relacidn entre dos cantidades variables; de este modo el pensamiento funcional
puede contribuir al estudio de conceptos algebraicos como el de funcién (Blanton y Kaput,
2004). No se trata de introducir las funciones como se trabajan en educacién secundaria, sino de
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aprovechar el potencial de este contenido matematico para promover el pensamiento funcional
desde edades tempranas.

El presente trabajo expone como las respuestas de estudiantes de quinto grado de una
escuela primaria en Tekit, Mérida, México, proporcionan evidencia de su pensamiento funcional,
cuando resuelven actividades con patrones numericos que involucran dos variables.

Marco de referencia
Pensamiento funcional

El concepto de pensamiento funcional fue usado por primera vez a finales del siglo XI1X,
principios del siglo XX por el matematico aleméan Felix Klein, quien fuera lider en el
movimiento de reforma de la educacion matematica en Europa. Klein consideraba el
pensamiento funcional como la idea central de la ensefianza matematica (Eisenmann, 2009). El
foco de atencion de este pensamiento son las funciones, pues la nocion de funcion es uno de los
conceptos matematicos mas importantes, siendo tema de interés para la Matematica Educativa.
En la mayoria de los paises este concepto aparece en el curriculo a partir de la secundaria.

Existen enfoques y posturas respecto al pensamiento funcional. Para Blanton, Levi, Crites
& Dougherty (2011), fomenta la capacidad para generalizar, representar, justificar y razonar con
relaciones matematicas y puede caracterizarse como el proceso de construccion, descripcion y
razonamiento en torno a las funciones. Si bien el pensamiento funcional incluye generalizar las
relaciones funcionales entre cantidades y representar y razonar con esas relaciones para
comprender el comportamiento de la funcién (Blanton et al., 2011); Warren y Cooper (2005)
hacen notar que las primeras pautas del pensamiento funcional pueden incluir ideas de cambio
cualitativo (“soy mads alto’), cambio cuantitativo (“soy 2 cm mas alto”), relaciones entre esos
cambios (si todos crecieron en la misma cantidad de cm y Juan cambi6 de altura de 143 a 145
cm, ¢cuanto crecid Pedro?) y el uso de esas relaciones para resolver problemas (si la altura de
Alison ahora es 133 cm, ;qué altura tenia antes de que creciera?). También ayuda a desarrollar la
comprension de las relaciones entre las operaciones, particularmente la relacion inversa (por
ejemplo, la sumay la resta son operaciones inversas). Estos Gltimos autores reconocen que
cuando los nifios trabajan con actividades en las que pueden hacer conexiones entre las diversas
operaciones, explorar el cambio con relaciones aritméticas, tienen oportunidades para conjeturar
y argumentar, lo cual contribuye desde edades tempranas al pensamiento funcional en etapas
posteriores.

Por lo general, en la educacion primaria se da poco énfasis a las relaciones y
transformaciones matematicas como objetos de estudio. Para trabajar con relaciones y
transformaciones matematicas es necesario el concepto de funcion: cémo el valor de ciertas
cantidades se relacionan con el valor de otras cantidades o como los valores son cambiados o
mapeados (transformados) hacia otras cantidades (Warren y Cooper, 2005).

Para Smith (2008) el pensamiento funcional es el pensamiento representacional que se
enfoca en las relaciones entre dos (o mas) cantidades que varian, especificamente los tipos de
pensamiento que conducen desde relaciones especificas (instancias individuales) a
generalizaciones de dichas relaciones. Este autor hace una distincién entre dos tipos de
pensamiento algebraico: pensamiento representacional y pensamiento simbolico. El pensamiento
simbdlico es considerado como la manera en que uno entiende y usa un sistema de simbolos. El
pensamiento representacional es reservado para designar el proceso mental a través del cual un
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individuo crea un significado referencial para algn sistema representacional. En edades
tempranas, el principal interés esta en el pensamiento representacional, en como los nifios crean
representaciones significativas, y al hacerlo construyen y expresan generalizaciones. El
pensamiento funcional ocurre cuando los nifios inventan o se apropian de sistemas de
representacion para representar una generalizacion de una relacion entre cantidades variables.

Entre las actividades que pueden contribuir al desarrollo del pensamiento funcional en
edades tempranas estan las que involucran patrones numeéricos.

Patrones numéricos

Un patrén matematico se puede describir como cualquier regularidad predecible,
generalmente involucrando relaciones numeéricas, espaciales o logicas. En cada patron, los
diversos elementos estan organizados de manera regular. Por ejemplo, en el patrén creciente de
los nimeros cuadrados 0, 1, 4, 9,..., los nimeros aumentan en 1, 3, 5..., respectivamente,
resultando la secuencia de nimeros impares. La estructura matematica que subyace a un patron
matematico puede expresarse en forma de generalizacion —relacién numérica, espacial o 16gica—
la cual es verdadera para cierto dominio (Mulligan y Micheltmore, 2009).

Las actividades con patrones pueden conducir al desarrollo temprano del pensamiento
funcional (Warren y Cooper, 2006). Sin embargo, es importante considerar patrones en los que
se involucran dos o mas cantidades simultaneamente, es decir, prestar atencion a como dos 0 mas
cantidades varian simultdneamente (Blanton y Kaput, 2004). En una relacion funcional pueden
identificarse las relaciones entre el patron numérico y su posicion, las cuales pueden
generalizarse mediante una regla que permita encontrar cualesquiera valores, por ejemplo, el de
la variable dependiente dado el valor de la variable independiente.

Objetivo de investigacion

Se pretende dar cuenta del pensamiento funcional que manifiestan estudiantes de 10 a 12
afios cuando resuelven actividades que involucran funciones de dos variables con patrones
numericos y en situaciones en contexto.

Metodologia

El estudio es de naturaleza cualitativa (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2006). Con el
fin de obtener informacién de cémo se manifiesta el pensamiento funcional se analizan las
producciones de los estudiantes (en su propio lenguaje) a las tareas que les fueron presentadas.

Participantes

Las actividades fueron aplicadas en diferentes fechas (durante el ciclo escolar 2017-
2018), a 31 estudiantes que en ese momento tenian entre 10 y 11 afios, inscritos en quinto grado
de primaria en una escuela publica, ubicada en el municipio de Tekit, Yucatan, México. Las
actividades fueron entregadas impresas, los estudiantes trabajaron de manera individual y no
hubo intervencidn por parte del investigador. Se les explico que se requeria su participacion para
resolver unas actividades, se les solicito leer las instrucciones cuidadosamente y exhorté resolver
de acuerdo a lo que entendieran de las actividades, sin embargo también se les externd que en
caso de no poder resolver alguna pregunta podian dejarlo en blanco o escribir un comentario
como “no lo entendi” o “no supe qué hacer”.
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Etapas para la toma de datos

Se consideran dos etapas para la toma de datos. La primera etapa, que hemos denominado
diagndstica, se conforma del disefio y aplicacion de 13 actividades que involucran funciones de
dos variables, de la forma f: N — N. Con base en el analisis de las respuestas obtenidas en la
primera etapa, algunos estudiantes seran seleccionados para llevar a cabo la segunda etapa que
consistird en una entrevista semiestructurada a través del disefio y aplicacion de actividades de
situaciones en contexto, que permitan indagar diversos aspectos que caractericen el pensamiento
funcional que subyace en los estudiantes.

En este documento se reportan los resultados de la primera etapa cuya finalidad consistio
en saber si los estudiantes pueden identificar y describir las relaciones de correspondencia entre
las variables. Se centra la atencion en si pueden establecer la relacion entre dos conjuntos y la
manera en que escriben la regla que la representa, ya sea en lenguaje natural o pre simbolico.

Disefio de las actividades de la primera etapa

Las 13 actividades se caracterizan de la siguiente forma. Cabe sefialar que este tipo de
actividades no forman parte del curriculum oficial, fueron disefiadas para la investigacion.

» Delala8involucran a las funciones f(x) = x, f(x) = 2x, f(x) = 2x — 1, f(x) = x?,
f(x) =3x, f(x) =x+3, f(x) = 4x, f(x) = x + 4. Se presenta el patrdn numerico
mediante una figura con puntos y se especifica el nimero de la figura correspondiente
(relacion de correspondencia entre el nimero de puntos de la figura y el nimero de figura).
Se promueven un razonamiento inductivo para encontrar una regla de correspondencia que
no se solicita explicitamente, pero que podria evidenciarse en el inciso €) al pedir el
numero de puntos para una figura que se encuentra alejada de las demas (ver Figura 1).
Segun Polya (1965) el razonamiento inductivo conduce al descubrimiento de leyes
generales a partir de la observacion de ejemplos particulares y sus combinaciones.

= Las actividades 9 y 10 involucran a las funciones f(x) = 2x, f(x) = x + 2. A diferencia
de las primeras 8 actividades, se presenta el patrén con valores y se asocia a cada valor su
posicion. Nuevamente se promueve un razonamiento inductivo, pero el énfasis de estas
actividades esta en la generalizacion. La caracteristica central de estas actividades es la
solicitud explicita de una regla (ver Figura 2).

= Las actividades 11 a 13 involucran a las funciones f(x) = 2x, f(x) = x + 2, f(x) = 4x.
La informacion se presenta a través de tablas horizontales y verticales. La caracteristica
principal de estas actividades son pequefias situaciones en contexto. Se espera que los
estudiantes puedan apreciar diferentes presentaciones de algunas funciones, por ejemplo:
f(x) =2xy f(x) =x+ 2 que aparecen en los tres grupos de actividades. También se
pretende que los estudiantes encuentren —mediante la regla aritmética— no solo la variable
dependiente a partir de la independiente, sino también inversamente (ver Figura 3).

Anélisis y Resultados
El anélisis de las 13 actividades se realizd en dos direcciones:

= Se examinaron todos los incisos de cada actividad como items individuales —excepto los
incisos a) y b) de las actividades 1 a 8 en virtud de que son preambulo para promover la
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relacion funcional—. Bajo esa consideracion se tiene el registro de 37 respuestas por cada
estudiante. En la Tabla 1 se presentan las respuestas clasificadas de cada estudiante.

= Se examinaron todas las actividades desde su primer inciso hasta el Gltimo para apreciar el
proceso que guia a un estudiante a establecer o no una relacion de correspondencia.

Tabla 1
Clasificacion de las respuestas de los estudiantes.

E |S/R|S/IC | R | RAI | RAE | Total E |S/R| S/IC | R | RAI | RAE | Total
El 0] 12) 19 5 1 37 E15| O 5|17 12 3 37
E2 41 25| 4 4 0 37 E16| O 0| 7| 16 14 37
E3 0] 25| 8 4 0 37 E19 2| 17| 8 8 2 37
E4 0 6110| 15 6 37 E20| 2| 15|10 8 2 37
E5 12| 19| 4 2 0 37 E21 1| 10| 13| 12 1 37
E6 0 0]16| 14 7 37 E22| O 6| 16| 10 5 37
E7 0 9] 9| 14 5 37 E23| O 5|14 17 1 37
E8 0 0] 11| 19 7 37 E24| 0] 23| 5 9 0 37
E9 0 1] 8] 16 12 37 E25| 10| 12| 8 6 1 37
E10] O 8|17 11 1 37 E26| 0| 17]13 7 0 37
E1l1| 2| 28] 5 2 0 37 E27 1] 11]17 7 1 37
E12] 0 8| 7| 16 6 37 E28| 0| 19]14 4 0 37
E13] 0] 11|11 9 6 37 E30| 0| 30| 4 3 0 37
El4] 0 5|18 8 6 37 E31] 0] 29| 6 2 0 37

Notas: E=Estudiante; S/R=Sin respuesta; S/C=Sin clasificar; R=Recursién; RAI=Respuesta Aritmética
Implicita; RAE=Respuesta Aritmética Explicita. Los estudiantes E17, E18 y E29 contestaron en
promedio 5 actividades porque solian faltar a clases, por tal motivo se considerd omitirlos.

Se identificaron tres formas de resolver las actividades:

= Recursién (R). Encontrar el valor n de la variable dependiente, apoyandose del resultado
n — 1, obtenido anteriormente.

= Regla aritmética implicita (RAI). Encontrar el valor n de la variable dependiente sin
apoyarse del valor n — 1 (recursivamente). Se interpreta el uso de una regla aritmética que
relaciona a las dos variables involucradas pero, 0 no hay procedimientos que den cuenta de
la regla o son imprecisos. Algunas respuestas suelen expresar solamente la variacion de la
variable dependiente (quizé esto se deba a la especificidad de las preguntas, pero se
considera que implicitamente si se relacionan a las variables).

= Regla aritmética explicita (RAE). Identificar y escribir —en lenguaje natural o pre
simbdlico— la relacion (regla) entre las dos variables involucradas.

La referencia S/R indica que el estudiante escribiéo comentarios del tipo “no sé€”; “éste se me
complico”; o es una pregunta que quedo sin contestar. S/C compete a una respuesta sin poder
clasificar en alguna de las anteriores, por ejemplo: para la actividad cuya funcion es f(x) = x +
4, (x: numero de la figura, f(x): nimero de puntos) ante la pregunta ¢cuél es el nimero de
puntos que tiene la figura 80? un estudiante respondio “pones 2 bolitas de 80

A continuacion, se exponen las producciones de tres estudiantes con respuestas R, RAl y
RAE.

El estudiante E9 en la actividad 2 (ver Figura 1), responde correctamente los incisos a) y
b), se puede decir partir de lo que respondié que hay un proceso recursivo (R). En los incisos ¢) y
d) realiza una generalizacién y establece una regla aritmética implicita (RAI) que le permite
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encontrar el nimero de puntos para las figuras 10 y 25. La regla se hace explicita (RAE) en
lenguaje natural al explicar como ha encontrado el nimero de puntos para la figura 100. E9
escribe: “[...] el nimero de figura es (debid escribir ‘se’)* multiplica en 2 y da el resultado”. Lo
anterior es evidencia de que E9 encuentra una relacion entre el nimero de la figura (valor 100,
que compete a la variable independiente) la cual debe multiplicarse por 2 para obtener un
resultado (valor 200, que corresponde a la variable dependiente: nimero de puntos de la figura).

a) Continia la secuencia de figuras dibujando la figura S, la figura 6 y la figura 7. ~|  Establece correctamente la
( relaciéon: naimero de puntos y
=y figura correspondiente.
. @ e eoe 0000 ... v 8 P
] oo eee eeee ___° ®o®e0p® r2oecveas
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 *'e oo o® ceopooee

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica escribiendo el namero de puntos que tiene cada figura. Asi
podriamos escribir los nimeros:
2,4,6,8, ...

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5, 6 y 7 que dibujaste con

anterioridad. Encuentra correctamente el nimero de

2,4,6, 8, I:l ‘:] |:] . ... | puntos de las figuras 5, 6,y 7. Es posible

que haya procedido por recursién (R).

de puntos de las figuras 10y 25. Se
asume que hay una regla aritmética
implicita (RAI). No procede por

¢) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 10? ', Encuentra correctamente el nimero
recursion.

d) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 25? 50

e) Sindibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 100? Explica cémo lo has hecho.

Relacién de correspondencia entre el nimero R-200 , POY aue o pPle
de puntos de la figura (variable dependiente) J de € ?\. O

y el namero de la figura (variable - ~ 2% \ca en N -

independiente). e e\ R N ,\‘ s

Figura 1. Respuestas de E9 en la Actividad 2. La funcion involucrada es f(x) = 2x.

El estudiante E15 en la actividad 9 empieza resolviendo el inciso a) de forma recursiva
(R) explicando en el inciso b) que los nimeros de la secuencia numérica se obtienen “sumando
2” (ver Figura 2). Cuando plantea la regla (inciso c) que permite encontrar cualquier nimero de
la secuencia escribe en lenguaje natural: “Multiplicando por 2 el término que tiene”; esto es,
puede generalizar mediante un razonamiento inductivo (en el sentido de Polya). Posteriormente
en el inciso d) aplica la regla que proporciond de forma operativa “500 x 2 = 1000, este
procedimiento da evidencia de la relacidn que establece entre el valor que toma la variable
independiente (500) con el valor resultante de la variable dependiente (1000) (RAE). Finalmente
(inciso e), propone un término de la secuencia numérica y encuentra el namero que le
corresponde. Al hacer uso de su regla se considera, que hay evidencia de que E15 entiende que la
regla expresa generalidad, es decir, con ella puede encontrar cualquier valor de la secuencia.

El estudiante E6, en la actividad 13, para encontrar la cantidad de kilos de mango que se
pueden adquirir con 200 pesos resuelve mediante una proporcion. La resolucion de una igualdad
de razones, en este caso 209 — Namero de kilos de mango (ver Figura 3), involucra la

relacion entre las variables cantidad y costo (RAE). E6 también encuentra correctamente la
cantidad y costos faltantes lo que manifiesta conexion entre la multiplicacion y division como
operaciones inversas. Asimismo, incluye los simbolos “k” y “$” para denotar kilos y costo

1 Comentario del investigador.
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respectivamente, lo que evidencia que puede expresar la relacién entre las variables con lenguaje
pre simbdlico.

Observa la siguiente secuencia numérica:

Numero

16 3
. 14,
de la secuencia Z, 4 6, 8, 10, 12, 1
r— Térmi ™
Término érmi 3 Térmi — b drmi érmino 7 %‘m nnr::;:zcidn Tetm; n
de la secuencia Término 1 Término 2 Término 3 Término 4 Término § Término 6 Término

de la secuencia

14,16, 189

Procede por recursiéon (R). |

a) ¢Qué nimero le corresponde al término 9 de la secuencia? Explica como lo has encontrado.

1({ Se.quh de. Lo

. s 4
b) Explica con tus palabras c6mo se obtiene cada uno de los nimeros de esta secuencia numérica. |
| I \
Cj ymMmanao

N

2 vencortie ol nom O

Considera la variaciéon de la
variable dependiente
(incremento de 2 en 2).

NV &

¢) Escribe una regla precisa que permita a otros nifios encontrar cualquier nimero de esta secuencia numérica.
tj—b‘—} O \ican 3o P oy 2 el Yermino qL”- '\"'3 ne
Aplicacién nuevamente de la regla que natural lo que simbélicamente corresponderia
proporciona, para un valor que escoge. \ a“2x".
d) Ahora usemos la regla que has proporcionado y encontremos un nimero de la secuencia. 1’u| ejemplo, ;Qué nimero le corresponde al
/ término 500 de la secuencia numérica? Escribe tu procedimiento obedeciendo la regla que diste.

I 1000 1000 L 7500 x2.21000

Mediante un razonamiento inductivo, realiza
una generalizacién y establece en lenguaje

. " Aplicacién de laregla que proporciona, |
\ Evidencia generalizacion. Aplica la Ta E¥mino ‘ equivale a la relacién matematica
\B regla para un término cualquiera. S00 L x-2=f(x)
€) Usemos 11uc\amcntc{|a regla que has proporcionado, pero ti escoge qué término de la secuencia quieres. Ahora completa la
informacion:

Figura 2. Respuestas de E15 en la Actividad 9. La funcion involucrada es f(x) = 2x.

Don Pepe es distribuidor de frutas en el mercado de Tekit. En esta temporada de mangos requiere dejar una gran cantidad de kilos en diversos
puestos del mercado. Completa la siguiente tabla de Don Pepe.

Cantidad | Costo

1 Kg 4 pesos

~ 2Kg 8 pesos | Lenguaje pre simbélico: ‘
3Kg 12 pesos )
Encuentra correctamente los costos /4.[(.5\ 14 A
y cantidad faltantes. Conexién entre - I K - \.' $\"
la multiplicacién y divisién como "
operaciones inversas. 20K o
P , s [80 ~200 ¥

200 pesos
e [
Operacion aritmética que plantea la

S
relacién entre las variables cantidad \'l Q' 0
y costo.

O
o

Figura 3. Respuestas de E6 en la actividad 13. La funcién involucrada es f(x) = 4x.
Reflexiones

De manera general se puede decir que los resultados del analisis de las respuestas de la etapa
diagnoéstica, muestran que algunos nifios de quinto grado de primaria logran establecer las
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relaciones entre dos variables, expresandolas en lenguaje natural. Aunque inicialmente suelen
proceder de forma recursiva para encontrar una a una las relaciones, algunos de ellos pueden
identificar la relacion general de correspondencia y establecer una regla usando lenguaje pre
simbdlico. Lo anterior puede considerarse evidencia de su pensamiento funcional en una etapa
béasica de desarrollo.
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