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Resumen

En este trabajo se estudia la influencia del pensamiento absoluto y su pertinencia en
la toma de decisiones en situaciones que implican la comparacion de probabilidades.
Para ello, se disefiaron situaciones de probabilidad cléasica con el modelo de urna. En
cada situacion se plantearon dos urnas con extraccion simple, que implican o no
relaciones de proporcionalidad, a estudiantes de tercer grado de educacion
secundaria. El andlisis se realizo a través de la categorizacion de los resultados con
base en las relaciones que se establecen entre los componentes de las urnas (casos
favorables, desfavorables y posibles). El estudio arrojo que las caracteristicas de la
tarea asi como la extrapolacion del conocimiento influyen en la toma de decisiones.

Palabras clave: relaciones de proporcionalidad, situaciones de probabilidad, modelo
de urna, pensamiento absoluto.

Antecedentes y planteamiento del problema

Los razonamientos proporcional y probabilistico guardan una estrecha relacion, por
ejemplo, al contrastar la definicién de razonamiento proporcional de Lesh, Post y Behr (1988)
con lo que Landin y Sanchez (2010) proponen respecto a las implicaciones del razonamiento
probabilistico, se identificé que ambos razonamientos requieren de un analisis cuantitativo y
cualitativo, asi como de la inferencia y la prediccion de resultados. De esta manera, ambos
razonamientos no se limitan a comparaciones numéricas, y aunque algunos investigadores han
intentado distinguir entre si a estos conceptos (véase por ejemplo Hoemann y Ross, 1971); el
trabajo que aqui se expone no se centra en distinguirlos sino en incorporarlos, para extraer y
analizar aquellas estrategias influenciadas por el pensamiento absoluto para la toma de
decisiones, considerando como medio el modelo de urna.

Tanto en el Libro para el maestro de educacion secundaria (Alarcon et al. 1994) como en
investigaciones de Piaget e Inhelder (1951), Fischbein (1975), Green (1988), Falk (1980),
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Alatorre (1994), Aguas (2014), entre otros, han planteado situaciones con dos urnas. No obstante
que existen situaciones que pueden ser modeladas con ellas, las urnas en si mismas son un
contexto rico para trabajar temas de probabilidad u otros de las matematicas siempre y cuando
estos no sean vistos como prerequisitos para comprenderla, sino un contexto donde interactian y
se apoyan mutuamente.

En cuanto al estudio de las estrategias empleadas por los estudiantes al resolver situaciones
de urnas, como lo sefiala Alatorre (1994), ya han sido trabajadas por autores como: Piaget e
Inhelder (1951), Maury (1984, 1986), Lecoutre (1984), Fischbein et al. (1970), y Thornton y
Fuller (1981). De acuerdo a la investigadora, en cada estudio se especificaron distintas
estrategias, algunas comunes y otras no, en gran medida, porque las categorias definidas
dependieron de lo que cada investigador se proponia observar o de lo querian enfatizar. En las
categorias definidas por Alatorre (1994), la cantidad y la calidad de las clases de elementos que
entran en juego en una estrategia lleva a una jerarquizacion de las estrategias por nivel de
complejidad, es decir: a) Estrategias simples, b) Estrategias compuestas y c) Estrategias y
mecanismos primitivos. Por su parte, Piaget e Inhelder (1951) identificaron en su estudio las
siguientes siete estrategias al aplicar diez situaciones de urnas, eleccion del lado donde hay: 1)
mas casos favorables, 2) hay menos casos favorables, 3) hay s6lo un caso favorable, 4) hay méas
casos posibles, 5) hay menos casos posibles, 6) es mayor la diferencia de casos favorables y
desfavorables, y 7) donde la probabilidad es mayor.

Las primeras cinco estrategias de acuerdo a Piaget e Inhelder (1951) son propias de la
primera etapa del desarrollo cognitivo, la seis se presenta en la segunda etapa y la siete hasta la
tercera. Sin embargo, aunque los autores sefialan algunos indicadores del porqué y cdmo se
realizaron las elecciones en cada una de las etapas, queda la incertidumbre qué otras relaciones
establecen los alumnos para realizar su eleccion, asi como si se pueden presentar otro tipo de
elecciones distintas a las comentadas por estos investigadores o si las estrategias que en un
momento no fueron funcionales pueden serlo en otro momento o viceversa, lo que seria

interesante indagar. Por ejemplo, en la segunda etapa dadas las probabilidades % y % se realizan

elecciones correctas con base en las comparaciones de las diferencias de los casos posibles y los
favorables o los posibles y los desfavorables. Esta estrategia es funcional al estar relacionada con
una situacion de una variable donde los casos posibles son iguales. Si esta misma estrategia se

. . - . .r- 1 2
hubiera empleado en la situacion de dos variables donde las probabilidades son 5Y3 las

diferencias encontradas serian iguales lo que podria llevar al estudiante a no saber cuél elegir 0 a
determinar que se tiene la misma probabilidad, es asi como la extrapolacion de una estrategia
funcional, con un razonamiento absoluto que fue funcional en un primer momento puede no serla
en otra situacion.

De esta manera, ahora lo que se propone es analizar las relaciones que se establecen entre
el razonamiento proporcional y probabilistico. Para ello se considero conveniente hacer una
clasificacion de las estrategias para profundizar en los procesos que los estudiantes siguen para
establecer algun resultado. Es decir, identificar los elementos (casos) favorables, desfavorables o
posibles que se consideren, el tipo de elecciones que se realicen con base en las relaciones que se
establezcan y analizar las particularidades de estas relaciones, que para este estudio son
fundamentales, porque lo que se pretende es obtener indicios de como el pensamiento absoluto
influye en el probabilistico en la toma de decisiones, en un contexto de urnas. Asi, para orientar
el estudio, se plantea la siguiente pregunta y proposito de investigacion.
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Pregunta de investigacion: ¢De qué manera el pensamiento absoluto influye en la toma de
decisiones ante situaciones de comparacion de probabilidades?

Proposito: Identificar y analizar las estrategias que siguen estudiantes de tercer grado de
educacion secundaria al resolver situaciones de probabilidad clasica contextualizadas con el
modelo de urna para clasificarlas, centrando la atencion en aquellas estrategias que implican un
pensamiento absoluto y ver de qué manera influyen en la toma de decisiones.

Marco interpretativo

Para el andlisis de los resultados se estudiaron y establecieron previamente las posibles
relaciones que podrian surgir a partir de los elementos proporcionados en las hojas de trabajo.
Como resultado de ese proceso se identificaron dos tipos de comparaciones cuando se relacionan
los elementos contenidos en dos urnas. Una comparacion es la multiplicativa —por medio de un
cociente—, considerado como razén o fraccion. Y la otra comparacion es aditiva —por medio de
una diferencia— y representada por veinte expresiones (véase el Cuadro 1), siendo esta tltima la
que interesa ilustrar en este documento. A continuacion se muestra, en el Cuadro 1, las
expresiones identificadas al comparar los elementos de dos urnas, donde B representa bolas
Blancas y a su vez el nimero de casos favorables y N bolas Negras y también el nimero de casos

desfavorables. Donde ademas B + N corresponde al nimero de casos posibles.

Cuadro 1

Expresiones que se pueden establecer cuando se compara por diferencia.

Punto de referencia B

Punto de referencia N

Punto de referencia B

Punto de referencia N

Expresion i

Expresion ii

Expresion iii

Expresion iv

Minuendo B,
Sustraendo B,

Minuendo N,
Sustraendo N,

Minuendo B,
Sustraendo B,

Minuendo N,
Sustraendo N,

Parte con parte

Punto de referencia
urna 1

Punto de referencia
urna 2

Punto de referencia
urnal

Punto de referencia
urna 2

Expresion v

Expresion vi

Expresion vii

Expresion viii

Minuendo B; + N;
Sustraendo B, + N,

Minuendo B, + N,
Sustraendo B; + N,

Minuendo N; + B;
Sustraendo N, + B,

Minuendo N, + B,
Sustraendo N; + B;

Todo con todo

Expresion ix

Expresion x

Expresion Xi

Expresion xii

Minuendos B; y B,
Sustraendos N; Y N,

Minuendos B, y B,
Sustraendos N, y N,

Minuendos N; ¥ N,
Sustraendos B; y B,

Minuendos N, y N;
Sustraendos B, Y B,

Parte y parte con parte y parte

Expresion xiii

Expresion xiv

Expresion xv

Expresion xvi

Minuendos B; y B,
Sustraendos B; + N, y

Minuendos B, y B,
Sustraendos B, + N, y

Minuendos B; + N, y
Sustraendos B; V B,

Minuendos B, + N, y
Sustraendos B, Yy B,

Parte y todo ¢

on parte y todo

Todo y parte con todo y parte

Expresion xvii

Expresion xviii

Expresion xix

Expresion xx

Minuendos N; y N,
Sustraendos B; + N, ¥

Minuendos N, y N;
Sustraendos B, + N, y

B, + N,

B + N,

Minuendos B; + N, y
B, + N,
Sustraendos N, y N,

Minuendos B, + N, y
B, + N,
Sustraendos N, y N;

Parte y todo ¢

on parte y todo

Todo y parte con todo y parte
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En la comparacion por diferencia que se muestra en el Cuadro 1, se pueden presentar,

durante las relaciones que se establecen con los elementos que las conforman (Parte con parte,
Todo con todo, Parte y parte con parte y parte, Parte y todo con parte y todo, Todo y parte con
todo y parte), las siguientes estrategias para compararlas (véase el Cuadro 2), donde en la
relacion parte-parte a y ¢ son las partes favorables, y b y d son las partes desfavorables; en la
relacion todo-todo a + b y ¢ + d son los todos. Y las demas relaciones se derivan de éstas.

Cuadro 2

Estrategias para comparar las relaciones que se establecen en el Cuadro 1.

1ra.- Estrategia: Relacion entre (Parte con parte o Todo con todo): Se presenta de forma aditiva entre
los elementos de una misma clase o entre los elementos totales de dos conjuntos.
Diferencia de casos favorables: Cuando se tienea —c0c—a,dondea >co0a < c.
Diferencia de casos desfavorables: Cuando se tieneb—d 0d — b, donde b >d 0 b < d.
Diferencia de casos posibles: Cuando se tiene (a + b) — (c+d) 0 (c +d) —(a + b),donde a + b =
c+doa+b<c+d.

2da.- Estrategia: Relacion dentro (Parte y parte con parte y parte; Parte y todo con parte y todo; o
Todo y parte con todo y parte): Se presenta de forma aditiva entre los elementos de diferente clase o
entre los elementos de una misma clase con los elementos totales de dos conjuntos.
Diferencia de casos favorables y desfavorables: Cuando se tiene (a —b) — (c —d) 0 (c — d) —
(a—b),dondea—-b>c—do0a—-b<c—dOoc—d=a—-b0oc—d<a-—b.
Diferencia de casos desfavorables y favorables: Cuando se tiene (b —a) — (d —c)o(d — ¢) —
(b—a),dondeb—a>d—-cob—a<d-c0d—c=b—a0d—c<b-a.
Diferencia de casos favorables y posibles: Cuando se tiene [a — (a + b)] — [c — (c + d)] ©
[c—(c+d)]—[a—(a+b)],dondea—(a+b)=c—(c+d)oa—(a+b)<c—(c+d)o
c—(c+d)y=za—(a+b)oc—(c+d)<a-(a+b).
Diferencia de casos posibles y favorables: Cuando se tiene [(a + b) —a] — [(c + d) — ]
o[f(c+d)—c]—[(a+b)—al],donde (a+b)—a=(c+d)—co(a+b)—a<(c+d)—co
(c+d)—c=2(a+b)—ao(c+d)—c<(a+b)—a.
Diferencia de casos desfavorables y posibles: Cuando se tiene [b — (a + b)] — [d — (c + d)]
old—(c+d)]—-[b—(a+b)],dondeb—(a+b)=d—(c+d)ob—(a+b)<d—-(c+d)o
d—(c+d)=zb—(a+b)od—(c+d)<b—(a+b).
Diferencia de casos posibles y desfavorables: Cuando se tiene [(a + b) — b] — [(c + d) — d]
o[(c+d)—d]—[(a+b)—b],donde (a+b)—b=(c+d)—do(a+b)—b<(c+d)—do
(c+d)—d=(a+b)—bo(c+d)—d<(a+b)—b.

Aunque en las expresiones anteriores se utilizd el signo menos (—) para representar las
estrategias que se emplean cuando se compara por diferencia, las diferencias también pueden
establecerse utilizando el signo mas (+), por ejemplo, a — b = z, donde la diferenciaentre a 'y b
es z, 0 bien a + z = b, donde la diferencia entre a y b es z. De aqui que cuando se habla de
problemas aditivos, estan implicadas sumas y restas.

Cuando se analizan situaciones binarias es posible identificar dos tipos de comparaciones:
Comparacién por diferencias de cocientes, donde se utilizan estructuras multiplicativas y
Comparacion por diferencia de enteros donde se emplean estructuras aditivas. Aunque en ambas
comparaciones se trabaja con diferencia, en cada una de ellas estan involucrados distintos tipos
de pensamiento, en la primera se presenta el relativo y en la segunda el absoluto, descritos por
Lamon (1999). Asi, para hacer referencia a las primeras comparaciones, desde un inicio se han
nombrado comparacion por cociente y a las segundas comparacion por diferencia.

Método

El trabajo de investigacion que aqui se reporta es de tipo cualitativo con un caso
instrumental (Stake, 1999) porque intereso profundizar en el andlisis de las estrategias de
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razonamiento absoluto que estudiantes de educacidn secundaria siguen al trabajar situaciones de
probabilidad en un contexto de urna. El caso lo conforma un grupo de 35 alumnos que cursaba el
tercer grado de educacion secundaria de la Ciudad de México, se eligio porque se considero que
los alumnos de este Gltimo grado ya tendrian antecedentes de los contenidos que interesé analizar
de acuerdo con los Programas de estudio 2011 (SEP, 2011), lo que ayudaria a obtener una
mayor variedad de estrategias de resolucién para analizar. Para el disefio de las actividades,
ademas de incluir el modelo de urna, se analizaron los tipos de problemas de razonamiento
proporcional. En cuanto a la clasificacién de Lamon (1993), los problemas disefiados
corresponden a los de Parte-parte-todo —que Ozgiin-Koca (2009) incluye en su estudio dentro
de los de comparacion numérica— porque la mayoria de los problemas que se plantearon pueden
asumirse como conjuntos discretos donde un todo corresponde a los casos posibles y los
subconjuntos de ese todo a los casos favorables y desfavorables, respectivamente.

Andlisis de los resultados

Comparacién cuantitativa por diferencia. Relaciones que se establecen con una 0 mas
variables (véase el Cuadro 1). Se especifican numéricamente las comparaciones por diferencia
(mayor que, menor que, MAs que 0 MeNOS que Y Se precisa por cuanto) que se realizaron con las
variables que se implicaron: casos favorables, casos desfavorables o casos posibles. Y una vez
establecidas las relaciones se trabaja con una estrategia de solucién “dentro” o “entre” para hacer
la eleccion (véase el Cuadro 2). En el Cuadro 3 se ejemplifica la comparacion cuantitativa por
diferencia y sus implicaciones.

Cuadro 3

lustracién del tipo de eleccion, las estrategias y la relacion de orden identificada en la comparacion
cuantitativa por diferencia.

Comparacion cuantitativa por diferencia

Consideracion de casos favorables

Consideracion de casos favorables y casos desfavorables
Eleccién Estrategia Relacion de orden
Mayor numero de | Relacion entre Parte con parte
casos favorables

Favorables «—» Favorables

Diferencia mayor Relacion dentro Parte y parte con | Favorables <«— Desfavorables
Diferencia menor parte y parte Favorables-Desfavorables
Diferencia igual Desfavorables-Favorables

Consideracion de casos favorables. Se comparan por medio de diferencia los casos favorables
de cada conjunto (véanse las expresiones i y iii del Cuadro 1) y se realiza la eleccidn con base en
su mayor, menor o igual nimero.

Eleccién con base en el mayor nimero de casos favorables
Estrategia: Relacion entre Parte con parte.
Relacion de orden: Favorables «—» Favorables.

Esta estrategia se presento en: VI-1-Al14, VI-1-A25 y VII-A25. Sefialan los casos
favorables y la diferencia especifica para realizar su eleccion con base en el mayor nimero de
casos favorables. Donde el nimero de situacion planteada se identifica con niUmeros romanos,
aqui por ejemplo, VII es el nimero de situacion; los nimeros 1 0 2 que le siguen corresponden al
numero de pregunta cuando la situacion presenta dos preguntas (si la situacion contiene sélo una
pregunta, esta numeracion se omite, como sucede en la descripcion de la figura 1) y al final se
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incluye la nomenclatura A1, A2,..., 0 A35 que refiere al nimero de alumno que ofrecid la
respuesta.

VII-A25 Maquina A. Porque en general tiene 21 pelotas la maquina Ay la B
tiene 14 pero de esas 21, 6 son blancas y, en la méaquina B son 14 pero s6lo
hay 4 blancas y tiene 2 oportunidades més de obtener una pelota blanca.

Figura 1. Respuesta de VII-A25 que elige el mayor nimero de casos favorables.
Compara por diferencia (favorables-favorables) y explicita la diferencia.

Decidir comparar y elegir por medio de diferencia puede ser correcto o0 no, pues esto
dependera del tipo de situaciones que se trabajen, por ejemplo, si en las expresiones i y iii (véase
el Cuadro 1) se compara por diferencia y se elige con base en el mayor nimero de casos
favorables, esto sera correcto si en la situacion se presenta el mismo nimero de casos
desfavorables o posibles.

Consideracion de casos favorables y casos desfavorables. Se comparan por medio de
diferencia los casos favorables y desfavorables de cada conjunto (véanse las expresiones ix, X, Xi
y xii del Cuadro 1) y se realiza la eleccion con base en su mayor, menor o igual nimero.

Eleccion con base en la diferencia mayor
Estrategia: Relacion dentro Parte y parte con parte y parte.
Relacién de orden: Favorables «— Desfavorables.

Donde se presentd esta estrategia fue en: 11-1-A11, 11-1-A34, V-A35, IX-A4, IX-A9, IX-
A22, IX-A32 y IX-A35, en la figura 2 se ilustra.

I1-1-A11 Urna. Porque en la urna hay 5 bolitas blancas y 4 bolitas negras y por
1 bolita blanca es la diferencia y puedes ganar por las posibilidades.

Figura 2. Respuesta de 11-1-A11 que elige la diferencia mayor. Compara por
diferencia (favorables-desfavorables) y explicita la diferencia.

Quienes utilizaron esta estrategia sefialan el nmero de casos favorables y desfavorables en
un conjunto e indican la diferencia especifica entre ambos para hacer su eleccion con base en el
mayor numero de los primeros. Esto quiza puede tener su origen en el disefio de la situacion 1l ya
que presenta una mayor diferencia de favorables y desfavorables en el segundo conjunto y en el
primero no la hay, por lo que se puede deducir que es nula. Las situaciones V' y 1X fueron
disefiadas con proporcionalidad y en comparacion con la situacion I, la diferencia de los casos
favorables y desfavorables de ambos conjuntos no es nula. En la situacién V se presentan estos
datos y en la IX no se proporcionan.

Eleccion con base en la diferencia menor
Estrategia: Relacion dentro Parte y parte con parte y parte.
Relacién de orden: Desfavorables-favorables.

Donde se presentd esta estrategia fue en: VII-A31, VII-A32, VII-A35, VI-1-Al, VI-1-All,
VI-1-A21, VI-1-A32 y VI-1-A35. En la figura 3 se ejemplifica.
1 1 VII-A31 La maquina B. En la maquina A hay

[B] ~ - [A] menos probabilidades que salga la pelota blanca v
en la maquina B puede que salga la pelota blanca.

L=
(4]

O’!l-b-
'-Dlﬂ?

Figura 3. Respuesta de VII-A31 que elige la diferencia menor. Compara
por diferencia (desfavorables-favorables) y explicita la diferencia.
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En esta estrategia se sefialan los casos desfavorables y favorables, ademas de la diferencia
especifica de cada conjunto para ser comparadas y elegir con base en la menor.

Eleccidn con base en la diferencia igual
Estrategia: Relacion dentro Parte y parte con parte y parte.
Relacion de orden: Favorables «—— Desfavorables.

Quien presentd esta estrategia fue un alumno (véase la figura 4).

IV-1-A5 Ambas cajas. Yo elegiria las dos cajas porque en las dos cajas
es casi lo mismo de insectos, sélo la diferencia es de dos en la caja chica
y en la caja grande, y en cualquiera de las dos es la misma probabilidad.

Figura 4. Respuesta de 1VV-1-Ab5 que elige la diferencia igual. Compara
por diferencia (favorables-desfavorables) y explicita la diferencia.

En la situacion IV se proporcionan los casos favorables y desfavorables, ademas se
presentan dibujos que ilustran la situacién pero donde no se distinguen los casos favorables de
los desfavorables. 1V-1-Ab realiza su eleccion considerando que en cada conjunto la diferencia
de favorables y desfavorables es la misma, y aunque no indica las cantidades involucradas en su
comparacion, si refiere la diferencia numérica especifica que se da entre unos y otros, en este
caso es 2. Es de sefialar que, por el disefio de la situacion, respecto a las cantidades
proporcionadas la estrategia utilizada lleva a una eleccién incorrecta.

Las expresiones ix, X, xi y xii (veéase el Cuadro 1) son convenientes para realizar elecciones
s6lo cuando en las situaciones la diferencia de casos favorables y casos desfavorables o viceversa
es nula. De ser asi, los conjuntos que se presentan son equiprobables y entonces se puede hacer
una eleccidn correcta con base en la igualdad que estos casos representan. Esta aseveracion
puede llevar a que en conjuntos donde exista una misma diferencia mayor o menor a cero
también se consideren equiprobables, hecho que no se puede generalizar.

Consideraciones finales

En las expresiones ii y iv (véase el Cuadro 1) al comparar por diferencia se elige con base
en el menor numero de casos desfavorables, esto sera correcto si en la situacion se presenta el
mismo nimero de casos favorables o posibles. De presentarse la eleccion con base en la igualdad
de favorables, esta sera correcta si en la situacion existe igualdad en los desfavorables o posibles.
Las caracteristicas de las situaciones pueden ser notadas explicita o implicitamente por quien
resuelve la situacion. Sin embargo, las situaciones con igualdad de casos favorables, igualdad de
casos desfavorables o igualdad de casos posibles, sefialadas anteriormente no demandan un
razonamiento proporcional porque llevan a que se involucre s6lo un pensamiento absoluto y no
un relativo.

En las expresiones i, ii, iii y iv (véase el Cuadro 1), con base en los argumentos que se
expusieron en el documento, existen fundamentos matematicos que llevan a que la comparacién
por diferencia sea una estrategia correcta en situaciones con una variable como es la igualdad de
casos favorables, desfavorables o posibles. No asi cuando se trabaja con situaciones donde existe
diferencia entre el nimero de casos favorables, desfavorables y posibles con o sin
proporcionalidad. En las expresiones v, vi, vii y viii expuestas en el Cuadro 1, cuando se
comparan los elementos totales de un conjunto con los elementos totales de otro conjunto, es
necesario tener presente que aungue se muestren evidencias numeéricas que denoten la diferencia
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de probabilidades con el modelo de urna

entre estos elementos, este tipo de comparacion no es una estrategia conveniente para realizar
elecciones, debido a que las elecciones pueden ser correctas s6lo por el disefio de la situacion,
donde se podria contemplar que la mayor probabilidad estaria determinada por el conjunto que
presente mayor o menor numero de casos posibles o conjuntos cuyo nimero de casos posibles
sea igual. Algo parecido ocurre con las Gltimas ocho expresiones xiii, Xiv, Xv, Xvi, Xvii, xviii, Xix
y XX, que corresponden a comparar los casos favorables o desfavorables con los posibles.

Realizar elecciones correctas con base en la comparacion por diferencia puede llevar a que
los alumnos construyan intuiciones correctas (para determinadas situaciones) basadas en un
pensamiento absoluto. Sin embargo, al ser extrapoladas a otras situaciones podrian ya no ser
funcionales, corriendo el riesgo de convertirse en un obstaculo para resolver la situacion de
manera adecuada. Por lo que en ese momento seria conveniente replantear las situaciones para
que contradigan a esas intuiciones primarias y con esto se modifiquen o se construyan otras
intuiciones, que favorezcan un pensamiento relativo para afrontar las nuevas tareas.
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