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Resumen

El célculo diferencial de funciones de dos variables es una de las areas de las
matematicas de mayor importancia en el estudio de la ingenieria, los conceptos que
se estudian en esta asignatura forman la base de otros conceptos que los estudiantes
deben abordar en sus otras areas de estudio. Sin embargo, y a diferencia del célculo
diferencial para funciones de una variable, el nimero de trabajos publicados en
educacion es escaso. Este escrito muestra avances de una tesis doctoral, cuyo
principal objetivo es desarrollar comprension conceptual de la derivada direccional
en estudiantes de ingenieria. Para ello, se dispuso a crear una secuencia instruccional
de ensefianza y de aprendizaje articuladas con objetos dinamicos en dos y tres
dimensiones creados con el software GeoGebra. Para el analisis de la informacion
recolectada se tom6 como marco de referencia la aproximacion instrumental, junto a
la visualizacién como elemento articulador durante todo el proceso.

Palabras claves: Derivada Direccional, Objetos Dinamicos, Aproximacion
instrumental, Visualizacion, Conceptualizacion.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.


mailto:pesteban@eafit.edu.co
mailto:hmejia@cinvestav.mx

La Génesis Instrumental: El caso de la derivada direccional, un estudio del proceso 2
de ensefianza y de aprendizaje mediado por objetos dindmicos en estudiantes de ingenieria.

Introduccion

El calculo diferencial de funciones de varias variables es una asignatura de vital
importancia en el estudio de las matematicas e ingenieria a nivel universitario. Dentro de su
contenido tematico se estudian diferentes nociones que proveen de herramientas conceptuales al
estudiante, que posteriormente debe utilizar en problemas, situaciones o construcciones de
nuevos conceptos y conocimientos que se presentan en sus otras areas de estudio. En esta
asignatura, la visualizacion! forma parte fundamental en su comprension, sus topicos que giran
alrededor de la interpretacion geométrica de imagenes en dos y tres dimensiones, pueden
tornarse abstractos y de dificultosa comprensidn si no se cuentan con herramientas que permitan
abordarlos de una manera clara. Por ello, desde el punto de vista de su ensefianza y de su
aprendizaje, resulta fundamental considerar instrumentos que permitan al docente transmitir sus
conocimientos de una manera accesible, y a los estudiantes escenarios que les faciliten la
comprension de los conceptos inmersos en esta asignatura de manera clara.

Dada la importancia del célculo diferencial y en particular de la nocion de la derivada
direccional, en la comprension conceptual y aplicativa de distintas nociones que deben
desarrollar los estudiantes a través su carrera de ingenieria, se esperaria que hubiese gran
cantidad de trabajos o investigaciones que abordaran la problematica de su ensefianza y de su
aprendizaje; sin embargo, haciendo un barrido bibliogréfico, se encuentra un reducido conjunto
de trabajos publicados en esta rama. Algunos de ellos, hacen referencia principalmente a las
funciones de dos variables (e.g. Trigueros y Martinez, 2012; Weber y Thompson, 2014), y a
diferencia del célculo diferencial en una variable donde abunda trabajos e investigaciones que se
ocupan de esta problematica, son muy pocas las publicaciones sobre este célculo para funciones
en dos variables, y en particular de la derivada direccional, como lo hace ver Trigueros &
Martinez, (2015).

“Hay muy pocas publicaciones sobre el calculo diferencial de tales funciones. La
Unica publicacion a la que nos referiremos, Weber (2012), incluye una discusion de
la tasa de cambio de funciones de dos variables centradas en el uso del pensamiento
covariacional para ayudar a los estudiantes a construir una nocion de tasa de cambio
en el espacio” (pag.1).

Algunos autores afirman que la ensefianza del calculo diferencial se enfoca en el uso y
aplicacién de formulas algebraicas, lo que causa en los estudiantes dificultades en la
comprension conceptual (Artigue, (1995); Moreno, (2005)). Lo anterior no significa que este
enfoque no contribuya de manera significativa en el proceso de aprendizaje, el problema radica
cuando se deja a un lado la relacién entre conceptos, sus formulas algebraicas e interpretaciones
geométricas. Cuando esto ocurre, se corre el riesgo que los estudiantes perciban cada topico
como un tema aislado.

Por otro lado, en la mayor parte de los textos utilizados en la ensefianza del céalculo
diferencial en una variable (Edwards & Penney, 2008; Larson & Edwards, 2013; Stewart, 2006),

1 En el sentido de (Zimmermann and Cunningham, 1991, p. 12). “La visualizacién matematica es la
capacidad del alumno para dibujar un diagrama apropiado (con lapiz y papel, o en algunos casos, con una
computadora) para representar un concepto o problema matematico y usar el diagrama para lograr
comprension y como una ayuda en la resolucidn de problemas. En matematicas, la visualizacion no es un
fin en si mismo sino un medio hacia un fin, que es la comprension.”
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mucho antes de introducir el concepto de la derivada, se presentan registros asociados del
concepto de pendiente, y utilizan estos posteriormente para introducir esta nocion. Sin embargo,
para funciones de dos variables en (3D) el espacio, no se presenta de manera explicita el
concepto de pendiente, por el contrario, la primera discusion de este concepto se da con la
introduccion de las derivadas parciales. Una de las posibles razones que podria indicar lo
anterior, es que los autores de estos libros asumen que el lector extendera naturalmente el
concepto de pendiente de dos a tres dimensiones, lo que en la realidad no ocurre.

De acuerdo con el planteamiento realizado, nuestra investigacion plantea una propuesta
que integra actividades de aprendizaje articuladas con objetos dinamicos en dos y tres
dimensiones creados con el software GeoGebra, dirigidas y estructuradas a la comprension de la
derivada direccional. Nuestro principal objetivo fue el de disefiar una secuencia instruccional
didactica, que incorporara objetos dinamicos, para estudiar la comprensién de la derivada
direccional en estudiantes de ingenieria. Asi mismo, y en vista del componente tecnolédgico
utilizado, para la investigacion resulté necesario contar con un enfoque tedrico, que tuviera en
cuenta el caracter no trivial del uso de la tecnologia como instrumento de aprendizaje. Por estas
razones, seleccionamos como marco de referencia para el analisis de los datos derivados de la
aplicacion metodologica la Aproximacion Instrumental. Sumado a lo anterior, y teniendo en
cuenta que este trabajo se centra en el aprendizaje de un concepto que gira en torno al analisis
geométrico de graficos en dos y tres dimensiones, la visualizacion jugd un rol fundamental como
elemento mediador en la comprensién de la derivada direccional.

Aproximacion Instrumental

La humanidad a través de su historia se ha caracterizado por la construccion de
herramientas o artefactos como solucion a diferentes desafios que se le han presentado en los
distintos campos a través del tiempo. EI &mbito de la educacion matematica no ajeno a esta
realidad, todas las herramientas que se han disefiado por mas elementales que sean, han surgido
como respuesta al incremento exponencial en la complejidad memoristica, grafica, algebraica,
aplicativa e interpretativa de los conceptos que se estudian en las diferentes ramas a través del

tiempo.

En el campo de la educacién matematica, su desarrollo y evolucion en gran parte ha estado
ligado al uso de artefactos materiales fisicos o simbdlicos. Artigue (2002) menciona que, “El
desarrollo de las matematicas siempre ha dependido de las herramientas materiales y simbélicas
disponibles para los calculos matematicos" (p.245). Por ejemplo, hoy por hoy podemos afirmar
que es innegable el papel fundamental que juegan las herramientas o artefactos computacionales
en el ambito de la educacion matematica, pues actualmente existen software que permiten
explorar conceptos a través del calculo simbdlico (CAS), numéricos y gréficos, que ayudan a
ampliar y facilitar el abordaje de nociones que hace unos afios eran casi inexplorables por su
complejidad.

Por otro lado, disefiar artefactos computacionales como objetos dinamicos, y aplicarlos
dentro de un proceso de ensefianza y de aprendizaje en las matematicas, no se debe limitar
Unicamente al uso aritmético del mismo. Estos deben ser disefiados con un objetivo de
aprendizaje concreto, visible por los estudiantes a través de la interaccion con estos, 0 en
ocasiones con la ayuda de una persona externa. Los estudiantes deben vislumbrar la
intencionalidad para el cual el artefacto fue construido, percibir su proposito y finalidad; cuando
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esto no ocurre, el artefacto pierde toda utilidad. Este proceso de interaccion requiere que el
estudiante desarrolle esquemas mentales en el sentido de Vergnaud (2009), que involucran
habilidades en el uso del artefacto y conocimiento del contexto (en nuestro caso matematico) en
las que el artefacto es Util. Es precisamente aqui donde el artefacto se convierte en un
instrumento valioso y funcional, que media la actividad para el cual fue disefiado. Por
consiguiente, convertir un artefacto en un instrumento en manos de un estudiante esta lejos de ser
trivial, requiere tiempo y esfuerzo por parte de €l y del docente, e implica un descubrimiento
progresivo de las propiedades y caracteristicas del artefacto, todo este proceso es lo que se
denomina dentro del marco de la Aproximacion Instrumental, la génesis instrumental.

Asi pues, transformar un artefacto en un instrumento implica dos sentidos: por un lado,
esta el proceso que esta ligado a las caracteristicas del artefacto, sus limitaciones y
potencialidades que conforman las técnicas, formas de uso y comprension conceptual del sujeto,
a este se le llama la instrumentacion. Y por otro, estan las concepciones y preferencias del sujeto,
éste puede cambiar la manera en que utiliza el artefacto, e incluso puede Ilegar modificarlo o
personalizarlo a fin de adaptarlo a sus necesidades, a este proceso se le llama
instrumentalizacion.

Propuesta metodoldgica

Para la aplicacion metodoldgica, se crearon una serie de actividades de aprendizaje
apoyadas en objetos dinamicos desarrollados con el software GeoGebra. Las actividades abarcan
conceptos como funciones de dos variables, trazas, curvas de nivel, planos, rectas en el espacio,
limites y continuidad, entre otros conceptos subyacentes necesarios para la construccion
conceptual de derivada direccional. La seleccion del grupo experimental se realizé de manera
voluntaria, de 31 estudiantes que recién iniciaban la asignatura de calculo vectorial, ocho de ellos
aceptaron participar en la investigacion.

La ejecucion de la propuesta se enmarcé en dos componentes que se articularon entre si
durante todo el proceso de ejecucion. Por un lado, estaba el componente tecnoldgico y didactico
que consistid en elaborar una secuencia instruccional basada en objetos dinamicos creados con el
software GeoGebra para la ensefianza y el de aprendizaje de la derivada direccional; y por otro,
el componente de analisis, que comprendia la implementacion de descriptores de evaluacion (test
de conocimientos, entrevistas semiestructuradas y videos de cada una de las practicas) que
permitieran analizar bajo el marco de la aproximacién instrumental, la comprension de la
derivada direccional y conceptos asociados en los estudiantes.

Para la secuencia instruccional se disefiaron tres tipos de objetos, unos para operar y
comparar, otros para afianzar conceptos, y otros mas para validar definiciones o teoremas. Con
cada una de las actividades, se pretendia que el estudiante a partir de la manipulacion y de la
visualizacion provista por los objetos, interpretara geométricamente el concepto o conceptos
inmersos en cada uno de ellos. Asi mismo, que articulara los conocimientos adquiridos a medida
que iba avanzando en la secuencia, y consiguiese traducir dichas interpretaciones a un lenguaje
numérico, algebraico y simbdlico, que lo guiara a conceptualizar la derivada direccional a partir
de su definicién como un limite de una funcion de una variable, y también como el teorema que
lo define.

En total se realizaron 15 objetos dindamicos que incorporaban vistas en dos y tres
dimensiones, presentaban componentes dindmicos graficos, numéricos, textuales, casillas de
entrada de funciones, datos, expresiones algebraicas, y otros; que posibilitaba al estudiante
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explorar con maltiples ejemplos cada uno de los conceptos necesarios para la conceptualizacion
de la derivada direccional. Seguidamente se muestran dos de los objetos dindmicos mas
representativos.

flxy) = |05e+03F+2

Arrastra el punto S sobre el

cireulo, para generar planos.

Si la pendiente de la recta secante (M) L que

Az 3.115
= =0.64379
39

a por B, en direccidn del

A tu respuesta con dos cifras

Respuesta

Revisa tus célculos, la pendiente de
la recta tangente no es 1.6.

/|| Plano

/|| Funcidn

Figura 1. Aproximacion de la pendiente de una recta tangente a una funcion z = f(x, y).

La Figura 1 muestra el objeto con cual se introdujo la definicion de la derivada direccional
como el limite de una funcién en una variable. Con esta préactica se buscaba que el estudiante a
partir de las comprensiones adquiridas en las practicas anteriores, junto a la manipulacion,
visualizacién y componentes numeéricos y textuales presentes en el objeto, aproximara el valor de
la pendiente de una recta tangente a la gréfica de una funcion z = f(x,y) en un punto B en
direccion de un vector unitario u, a través del valor de las pendientes de una sucesién de rectas
secantes que pasaban por el punto B y por otro punto cercano A, ambos dentro de una curva o
traza dada por la interseccién de la superficie y un plano vertical paralelo a un vector u, y
posteriormente a partir de una serie de preguntas propuestas por el docente, guiar al estudiante a
la formalizacion del concepto como la definicion del limite de una funcién de una variable.
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Figura 2. Recta tangente contenida en un plano tangente a una funcion z = f(x, y).

La Figura 2, muestra el objeto que refiere a la construccion del teorema de la derivada
direccional como el producto punto entre el operador gradiente V£ (x, y) y un vector unitario u,
es decir D, f (x,y) = Vf(x,y).u. Cabe la pena sefialar que en este punto de la secuencia
instruccional los estudiantes ya han realizado con éxito otras actividades que incluyen conceptos
como vectores, pendiente de una recta en el espacio, pendiente sobre planos y otros, necesarios
para conceptualizar la derivada direccional a través de este teorema. El propdsito de esta
actividad era articular todos y cada uno de los conceptos desarrollados préacticas anteriores; con
base en ello y junto a la exploracion visual y algebraica del objeto, se buscaba que el estudiante
en principio a partir de una expresion numérica determinara la pendiente de la recta tangente a la
funcién z = f(x, y) que estaba contenida en el plano en direccion de un vector v =
(Ax, Ay) como muestra la figura 2, y posteriormente a partir de una serie de preguntas propuestas
por el docente, guiar al estudiante a la formalizacién del concepto como el teorema que define la
derivada direccional.

Conclusiones

A partir de la informacion recolectada, se puedo dar cuenta de los progresos que iban
adquiriendo los estudiantes en cuanto al manejo y apropiacion de todos y cada uno de los
objetos. Por un lado, se evidencio el proceso de instrumentalizacion a partir del desarrollo de
esquemas de uso, que lograron los estudiantes, en vista de la manera competente que utilizaron
los elementos de cada uno de los objetos. y por otro, el proceso de instrumentacion y desarrollo
de esquemas de accion instrumentada, en cuanto a los elementos técnicos, conceptuales y
colaborativos; este Gltimo en relacion con las estrategias grupales que utilizaron en la solucion de
cada una de las actividades.

Por otro lado, los elementos graficos, dindmicos, numéricos y textuales utilizados en las
actividades permitieron a los estudiantes interactuar y explorar cada uno de los objetos de
manera activa, encontrando una retroalimentacion instantanea de los elementos antes
mencionados, que propicio en ellos la extrapolacion del conocimiento adquirido a medida que
avanzaban en cada una de las practicas. En otras palabras, se pudo dar cuenta del proceso de
génesis instrumental logrado por los estudiantes tanto en los temas subyacentes a la derivada
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direccional como de éste mismo.
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