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Resumen

Existen investigaciones que muestran la importancia de incluir a las justificaciones
como medio para ensefiar las matematicas. En ese sentido, este trabajo pretende
investigar las condiciones en las que es posible lograr que los estudiantes de tercer
grado de primaria sean capaces de construir la nocién de division de nimeros
naturales cuando la ensefianza es basada en justificaciones. En este estudio
participaron estudiantes de tercer grado de primaria de un colegio estatal. Las
actividades que se disefaron y aplicaron estuvieron enmarcados en una nocidén
intuitiva que busca la construccion gradual de la nocion de division. En el analisis de
las respuestas de los estudiantes obtuvimos como principal hallazgo el logro de la
comprension de manera significativa de la relacion existente entre el residuo y el
divisor de una division de nimeros naturales.

Palabras clave: ensenanza, division, reparticion, justificacion, primaria.
Introduccion

En las ultimas décadas, los documentos referidos a estandares de aprendizaje han
enfatizado en la importancia de desarrollar las habilidades de los estudiantes para generar y
criticar argumentos matematicos en todos los grados de los diferentes niveles (Bieda, et al.,
2013). Nuestro pais no es ajeno a ello, pues en el Curriculo Nacional (2016), propuesto por el
Ministerio de Educacion de Per, contempla en sus cuatro competencias matematicas la
capacidad de la argumentacion de afirmaciones (elaborar, justificar, validar o refutar
afirmaciones). Sin embargo, todavia, resulta ser una capacidad matematica poca desarrollada en
nuestros estudiantes de todos los niveles, especialmente, del nivel primario. En ese sentido,
creemos que una forma de desarrollar esta capacidad y lograr la construccién de conocimientos
matematicos es con una ensefianza basada en justificaciones. Desde la perspectiva presentada por
la investigadora Vallejo (2012) explica que las justificaciones matematicas de un estudiante del
nivel de primaria o secundaria se entienden como aquellos primeros argumentos que presentan
los estudiantes que se inician en los procesos demostrativos. Es decir, es un sentido mas amplio
que la demostracion matematica. Por otro lado, existen investigaciones que muestran la
relevancia de las justificaciones en la ensefianza y aprendizaje de las matemadticas que son
implicitas en temas afines. Por su parte, De Villiers (2001) manifiesta que la demostracion

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.



Ensefianza de la division, basada en justificaciones, con estudiantes de primaria 2

cumple varias funciones, no s6lo consiste en la verificacion de proposiciones matematicas, sino
contribuye a la creacion de nuevos resultados. Asimismo, Reid (2011) sefala que probar es un
tema fundamental para las matematicas, en que debe ser visto como una forma de desarrollar la
comprension de los conceptos matematicos y de descubrir nuevos y significativos conocimientos
matematicos. De otro lado, tenemos el estudio de Stylianou (2011) el cual manifiesta que los
estudiantes de nivel primario traen consigo una inclinacién natural por probar, convencer o
convencerse y que esto puede aprovecharse para ser cultivada en su pensamiento matematico. De
igual modo, Schifter (2011) investiga sobre los argumentos que emplean los estudiantes en el
nivel primario cuando se da una préctica docente basada en pruebas. En su estudio, uno de los
casos que presenta es el de un profesor que trabaja los niimeros pares e impares con sus
estudiantes de tercer grado de primaria, que conjeturaron que la suma de dos niimeros pares es
par. La investigadora reporta cuatro categorias de argumentos que intentan probar la conjetura
planteada; a partir de ello, le conlleva a concluir que los estudiantes son capaces de justificar
afirmaciones de caracter general empleando como argumento la representacion de objetos
fisicos, imagenes, diagramas o contextos de historias. Es por esa razén, que la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas mediante pruebas permiten explorar las nociones intuitivas e
informales de la prueba y como estas pueden nutrirse de tal manera que sientan las bases para
realizar pruebas matemadticas en grados posteriores. Investigaciones como las mencionadas
muestran el papel importante de la demostracion, la prueba y la estrecha relaciéon con las
justificaciones, siendo de sumo interés para la comunidad de la Educacion Matemadtica y para la
Comunidad Matematica. En ese sentido, este trabajo tiene como objetivo mostrar qué
condiciones permiten a los estudiantes de tercer grado de primaria construir el conocimiento de
la division de los nimeros naturales cuando la ensefianza es basada en justificaciones.
Justificacion matematica

Nuestra postura acerca de las justificaciones matematicas se refiere a todos aquellos
argumentos que permiten validar la veracidad o falsedad de una afirmacion matematica, ya sea
que se haya planteado como tal, o que esté involucrada en una pregunta. Un ejemplo de esto
ultimo es el siguiente caso que muestra dos maneras “equivalentes” de plantear un mismo
problema.

- Planteado como una afirmacion: Determine el valor de verdad de la siguiente afirmacion y
justifique su respuesta: “un residuo de una division con divisor 3 puede ser el nimero 4”.

- Planteado como pregunta: ;4 es un residuo de una division con divisor 3? Justifique su
respuesta.

Observamos que para justificar la veracidad o falsedad de ambos problemas se requeriran
basicamente de los mismos argumentos, ya que en esencia es el mismo problema. Por otro lado,
entre los argumentos que se pueden emplear para una justificacion tenemos: definiciones,
resultados previamente justificados, ejemplos, contraejemplos, etc. La eleccion del argumento
adecuado dependera basicamente del tipo de problema que nos planteen: dependera
especificamente de si un problema es particular o general.

°« o7

Division como reparticion equitativa y maxima

Lay (2009) considera que las pruebas (o justificaciones) dependen de buenas definiciones,
ya que si estas ultimas son inadecuadas no podemos esperar que los estudiantes puedan construir
pruebas validas. En base a ello, el presente trabajo toma la propuesta de Vallejo (2012) quien
define la division de nimeros naturales en funciéon de la nocidén de la reparticion equitativa y
maxima como se esquematiza en la siguiente figura:
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Figura 1. Esquema tomado de la investigacion de Ordoifiez (2014).

La nocidn de reparticion equitativa y maxima cumple un rol importante en el desarrollo de
este trabajo de investigacion, es asi que, explicamos los diferentes tipos de reparticiones a partir
de los aportes de la investigadora Vallejo (2012) que se resume en la tabla 1.

Tabla 1

Tipos de reparticiones y sus ejemplos

Ejemplo de las reparticiones (ER):

Nociones Significado Repartimos 15 lapices entre Hema y
Felipe
Reparticion Reparticion en la que pada ER: Entr.egamo’s a Hema 6 lapices y a
o persona recibe un mismo Felipe 6 lapices y nos sobra 3
equitativa , . . X .
numero de objetos. lapices después de la reparticion.
Reparticion en la que se reparte
Reparticion  la mayor cantidad de objetos. Es ER: Entregamos a Hema 7 lapices y a
maxima decir, no sobra objetos después Felipe 8 lapices.
de la reparticion.
Reparticion en la que cada
Reparticion persona le corresponde una ER: Entregamos a Hema 7 lapicesy a
equitativay misma cantidad de objetos y a la Felipe 7 lapices y nos sobra 1 lapiz
maxima vez recibe la mayor cantidad después de la reparticion.
posible de objetos.
Reparticion en la que el naimero ER: Entregamos a Hema 5 lapices y a
Reparticion  de objetos que le corresponde a Felipe 10 lapices.
natural cada persona es un numero Las dos personas tienen un nimero natural
natural. de lapices
Reparticion  Reparticion que no presenta ER: Entr.egamo’s a Hema 8 lapices y a
. . Felipe 5 lapices y nos sobra 2
Libre condicion alguna.

lapices después de la reparticion.

Fuente: Nociones de reparticiones tomadas de Vallejo (2012)

Las reparticiones libres, reparticiones equitativas, reparticiones maximas por si solas se
caracterizan por tener mas de una respuesta. Mientras que las reparticiones del tipo equitativas
y maximas a la vez admiten una Unica respuesta. En base a la nocion de reparticion equitativa,
y maxima la autora define division y divisibilidad (Vallejo, 2012, p. 153-157). En este trabajo
nos concentramos en la nociéon de division, la cual define en términos de reparticion:

Division de X entre Y como una reparticion equitativa, maxima y natural de X objetos

entre Y sujetos.
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Metodologia
Contexto y muestra

Este trabajo se llevo a cabo con 24 estudiantes del tercer grado de primaria, entre 8 y 9
afios de edad, de un colegio estatal de Lima-Peru. Antes de desarrollar la investigacion, ninguno
de ellos contaba con conocimiento alguno sobre division de niimeros naturales. Sin embargo,
tenian como conocimiento previo la nocidon de adicidn, sustraccion y multiplicaciéon de nimeros
naturales. Por otra parte, el Curriculo Nacional (2016) contempla la ensefianza y aprendizaje de
la nocidn de division en el nivel 4 de los estandares de aprendizaje. Concretamente, en el tercer
grado de primaria, es por esa razon que la investigacion se sitia en ese grado.

Procedimiento

Para la elaboracion de nuestras actividades nos hemos basado en las nociones que presenta
Vallejo (2012), pues presenta una propuesta de ensefianza por medio de justificaciones. La
investigacion se desarrolld en 14 sesiones, todas estas situaciones han sido disefiadas con el
propoésito de construir gradualmente las nociones de divisiones y divisibilidad de ntimeros
naturales a partir de la nocion de reparticion equitativa y maxima. Nos centraremos en las 7
primeras sesiones, ya que estas estuvieron orientadas a la construccion de la nocidon de division
de numeros naturales. Estas sesiones se han desarrollado en base a tres tipos de actividades:
Trabajo en clase (todos los estudiantes con la guia de la investigadora), Trabajo en grupos (los
estudiantes de manera grupal y sin la guia de la investigadora) y Trabajo individual.

Tabla 2
Resumen de sesiones y actividades
Sesion (S) y tipo Actividad (4) y -
de trabajo nociones trabajadas (V) Propasito
S1 A: Situacion “El album de frutas” Caso: division con divisor fijo 2

Trabajo en clase y
trabajo en grupos
S2
Trabajo en clase y
trabajo en grupos

S3
Trabajo individual

S4
Trabajo individual
y trabajo en clase

S5
Trabajo en clase

S6
Trabajo en clase

S7
Trabajo individual

N: Reparticion libre, equitativa,
maxima, natural y libre.
A:Situacion “La promesa de las
canicas”
N:Reparticion equitativa y maxima
A:Ficha “La promesa de las
canicas”
N:Reparticion equitativa y maxima

A:Ficha “Reparticiones equitativas
y maxima”
N:Reparticion equitativa y maxima

A:Ficha “Reparticiones equitativas
y maxima”
N:Reparticion equitativa y maxima

A:Situacion: “Goles con premio”
N: Reparticion exacta e inexacta

A:Situacion: “La radio”
A:Ficha: “Repartiendo entradas de
forma equitativa y maxima”
N:Reparticion exacta e inexacta

Trabajar con un album de 2 paginas
para repartir y pegar figuritas de frutas.
Caso: division con divisor fijo 3
Trabajar con 3 bolsas de mallas para
repartir canicas
Caso: division con divisor fijo 3
Conjeturar que existe infinitos nimeros
naturales que son divisibles entre 3.
Caso: division con divisor fijo 3
Identificar las razones por las que 3 no
pueden ser un valor del residuo en una
division con divisor igual a 3.
Caso. division con divisor fijo 3,4y 5
Identificar los posibles valores del
residuo en una divisioén con 3,4 y 5.
Caso: division con dividendo fijo 24
Determinar los divisores de 24, en
funcion de la nocioén intuitiva, para que
cumpla la reparticion exacta e inexacta

Identificar y justificar por qué las
reparticiones son de tipo exacta o
inexacta
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Principales hallazgos

Para el andlisis de las justificaciones de los estudiantes tanto individuales y grupales se han
tenido en cuenta la puesta en practica de las secuencias de actividades, asi como también, las
transcripciones que se han obtenido de las grabaciones en las sesiones de clases. Principalmente,
el andlisis de la informacion recopilada es cualitativa. Por otro lado, en esta investigacion se
combinan dos elementos relevantes de la ensefianza basada en las justificaciones: establecer un
marco conceptual a partir del cual justificar y establecer como expectativa que las respuestas
deben justificarse dentro de ese marco. Estos dos elementos se evidencian en las respuestas de
los estudiantes dados a partir de la situacion siguiente:

Promesa de las canicas: Luis y sus amigos juegan un partidito de canicas. Esta vez Luis
tiene presente que el dia anterior habia prometido a sus tres primos que les obsequiaria las
canicas que gane en su proximo juego. Luis ha pensado en detalle como hard la reparticion
de las canicas que gane entre sus tres primos: “Repartiré entre ellos la mayor cantidad de
canicas que pueda, respetando que cada uno de ellos tenga una misma cantidad de canicas,
asi todos quedan contentos. Yo me quedaré con las canicas que sobren después de la
reparticion”. (Ordofez, 2014, p.102)

A continuacion, presento fragmentos de las transcripciones obtenidas en las sesiones.

Investigadora: ;Podrd Luis tener 3 canicas después de repartir 12 canicas entre sus 3
primos?

Estudiante 1: No, porque Luis tiene que repartir la cantidad maxima de canicas.
Investigadora: Entonces, jno ha repartido la cantidad mdaxima de canicas?
Estudiante 2: No, todavia esas 3 (canicas) las puede repartir a sus primos
Investigadora: Ahora, ;cudnto le corresponde a cada primo?

Estudiante: 4 canicas a cada primo y a Luis le sobrarian 0 canicas.

[...]

Investigadora: ;jcon cudntas canicas como maximo se puede quedar Luis después de
repartir cierta cantidad de canicas entre sus 3 primos?

Estudiante 3: 2 canicas

Respecto a este fragmento, notemos que las respuestas de los estudiantes proporcionan
justificaciones en base a las expectativas que las respuestas han de tener dentro de un marco
conceptual. En este caso, se establecid un marco conceptual, parte de ese marco es la nocion de
reparticion maxima. Ademas, la justificacion que presenta el estudiante 1 estd basada en dicha
nocion; mientras que, el estudiante 2 considera la redistribucion de canicas, de esa manera aplica
la nocion de reparticion maxima. Es relevante mencionar que la ensefianza por medio de
justificaciones permite construir la nocién de division, pues comprenden y justifican por qué no
puede ser el resto 3 cuando la division presenta como divisor a 3.

[...]

Investigadora: ;Qué pasaria si Luis tiene 4 primos?, ;jcon cudntas canicas Luis puede
quedarse después de la reparticion de un cierto numero de canicas?

Estudiante 4: con 0, 1, 2 y 3 canicas
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Investigadora: Ahora, Luis tiene 6 primos, ;jcon cudntas canicas Luis puede quedarse
después de la reparticion de un cierto numero de canicas?

Estudiante 5: 0, 1, 2, 3, 4y 5 canicas
Investigadora: ;por qué no le pueden quedar mas de 5 canicas?
Estudiante 6: porque si fuera 6 canicas, tendria que repartirlas a sus primos.

Este fragmento, nos da sefales claras que esta forma de ensefianza por medio de
justificaciones permite que los estudiantes puedan construir la nocidon de division, y esto se
evidencia cuando determinan los posibles valores que toma el resto cuando la division es por 4 y
por 6. Cabe sefialar que en las preguntas que se planted solo tenian como dato el divisor (nimero
de primos), pero esto no fue impedimento para que logren dar los posibles valores del residuo de
la division (nimero de canicas que le quedan a Luis después de la reparticion). Creemos que este
tipo de respuestas dadas por los estudiantes conllevan a que mas adelante hagan generalizaciones
en relacion al resto y el divisor de la division. Por otra parte, la intervencion del estudiante 6 lo
consideramos como una justificacion, ya que emplea un ejemplo y se evidencia el uso de la
nocion de reparticion maxima.

Investigadora: Luis tiene 672 primos, ;jcon cudntas canicas se puede quedar Luis después de
a la reparticion de las canicas?

Estudiante 7: 671 canicas

Estudiante 8: también, 669, 668, ...

Investigadora: ;con cuantas canicas como minimo se puede quedar Luis?
Estudiante 9: con 0 canicas.

Este ultimo ejemplo y otros mas, conlleva a deducir que los estudiantes han logrado
comprender, justificar y construir su propio conocimiento de division, particularmente, cuando el
residuo de una divisioén no puede ser igual o mayor al divisor de la division. Por otra parte, en las
transcripciones, hemos ilustrado el papel que tomo las justificaciones en la ensefianza de la
division y como el establecimiento de la nociéon de la reparticion méaxima permitié que las
justificaciones estén dentro del marco de dicha nocion.

Segun el esquema (ver figura 1) el logro de la construccion de la division se debe a la
nocion de reparticion equitativa y maxima, pues este tipo de reparticion admite una Unica
respuesta. En los siguientes trabajos de los estudiantes muestran las actividades graduales que
desarrollaron para lograr la adquisicion de la nocion de division.

(3) El locutor reparte 38 entradas cnlre 10 personas. | (4) El locutor rcpanc 42 entradas entre 6 personas.
2w s @\‘% ﬁg % Wq,@ (@\ (X7 G
se——0—C8 |\’ OB

(Cudntas entradas le toca a cada persona? ¢(Cudntas entradas le toca a cada persona?

¢ Cudntas entradas le sobran al locutor? (Cudntas cntradas le sobran al locutor?

¢Es una reparticion Exacta o Inexacta? ¢Es una reparticion Exacta o Inexacta? ;Por qué?

1 «
Ilxocta R AT
Ex Ao peorand Moy nob

Figura 2. Ejemplo del estudiante 10
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El trabajo anterior, presenta el ejemplo de un estudiante que para dar respuesta a lo
planteado ha recurrido a un procedimiento de reparticion equitativa y méxima, nuestro concepto
primitivo. Notemos que da una justificacion valida, de acuerdo al valor del residuo.

(1) El locutor reparte 36 entradas entre 5 personas.  |(2) El locutor rcpartc cntmdds entre 8 personas.
A cada persona le corresponde <= __ entradas, asi
que le sobran ./ _entradas al locutor.

~7

> wﬁfé}w
6?
&Z’) ¢Cuantas entradas le toca a cada persona? 4-

(Cuantas entradas le sobran al locutor? 4

¢ Esta reparticion es Exacta o Inexacta? ;jPor qué?
, > V10 7%, oo 75 | (Esuna repamcxén Exacta o Inexacta?
Lo/l / ’//_4/ TN e e / /Z?(/e/”" D

Figura 3. Ejemplo del estudiante 11

En la figura 3, creemos que el estudiante para dar respuesta a lo planteado recurre a dos
nociones: reparticiones equitativas y mdaximas y, multiplicacién. Justamente, el Curriculo
Nacional (2016) sugiere asociar la nocioén de la multiplicacion con la division. Por otra parte, el
estudiante en los dos casos presenta una justificacion valida, segin el resto obtenido.

Figura 4. Ejemplo del estudiante 12

El estudiante 12 muestra claramente la vinculacion entre las dos nociones: reparticion
equitativa y maxima (nocion intuitiva), y la division de nlimeros naturales. Asimismo, evidencia
como a partir de la nocion intuitiva concibe la division y sus elementos (dividendo, divisor y
residuo). Cabe aclarar que se orient6 el uso de la notacion de la division y se reforzé mediante el
pedido de la creacion de ejemplos de divisiones con esta nueva notacion.

Conclusiones

Respecto al objetivo general, determinamos que las condiciones que permite la
construccion de la nocidon de division son la nocion de reparticion equitativa y mdxima y, las
Justificaciones. Estas dos condiciones se complementan, dado que la nocidon de reparticion
equitativa y maxima ha sido la base para la construccion de la division de niimeros naturales,
mientras que las justificaciones involucradas en los problemas han sido el medio para que se
logre la construccion de dicho conocimiento. Asimismo, cabe sefialar que la nocidon de
reparticion equitativa y maxima es un concepto intuitivo para los estudiantes, el cual permite con
naturalidad asociar con la nocién de division.

Coincidimos con lo manifestado por Reid (2011), las justificaciones (prueba) ha de ser
vista como un vehiculo para descubrir y construir conocimientos matematicos. Consideramos
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que este trabajo de investigacion es una muestra clara que la ensefianza basada en justificaciones
permite que los estudiantes logren construir sus propios conocimientos y, que consigan darle
sentido y un gusto por aprender las matematicas.

Notamos que la mayoria de los alumnos lograron darse cuenta de la relacion existente entre
el divisor y el residuo (esto al menos de manera implicita) y no memorizarse como muchos
estudiantes de su edad lo hacen. En concreto, los estudiantes lograron justificar por qué el
residuo no puede ser mayor o igual que el divisor. Asimismo, los estudiantes han logrado
identificar los posibles valores del residuo y el valor méximo del residuo teniendo como
informacion dada el valor del divisor. Este logro fue conseguido en base a la nocién de
reparticion equitativa y maxima, gracias a la cual construimos la nocién de division.

Asimismo, cabe resaltar que mas del 50% (17 de los 24) de los estudiantes concibieron con
facilidad el algoritmo de la division y en todo momento evidenciaron la vinculacién con la
nocion de reparticion equitativa y maxima.

Finalmente, nos sumamos a lo dicho por Stylianou (2011), la ensefianza de las matematicas
por medio de justificaciones (pruebas) en estudiantes de primaria es una oportunidad para que
nuestros estudiantes puedan desarrollar su pensamiento matematico, explorar sus nociones
intuitivas y construir los cimientos para que en los grados posteriores puedan realizar pruebas
matematicas.
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