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Resumen

Se presenta la primera Fase de una investigacion que busca disefiar una
descomposicion genética validada del concepto de independencia lineal que parta de
la aplicacion de acciones sobre objetos concretos (numéricos y geométricos) para la
construccién de objetos abstractos (definiciones formales o esquemas) con
estudiantes de primer afio de universidad. La investigacion se fundamenta en la teoria
APOE (Arnon et al., 2014); dicha teoria explica cémo los individuos construyen los
conceptos y nociones matematicas. En este caso se toma la aplicacion de Acciones
sobre Objetos concretos para lograr Objetos abstractos. En algebra lineal las
representaciones geométricas son interpretadas como Objetos concretos, que un
individuo puede transformar de manera fisica 0 mental. Los antecedentes que se
proponen en el documento muestran la importancia de potenciar la construccion de
relaciones entre diferentes interpretaciones de los Objetos matematicos (Roa-Fuentes
y Parraguez, 2017), para promover la comprension en los estudiantes.

Palabras clave: Didactica del algebra, Objetos concretos, Objetos abstractos, teoria
APOE, Independencia lineal.
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Introduccion

El primer encuentro de estudiantes universitarios con matematicas abstractas se desarrolla en
el curso de Algebra Lineal (Zazkis, Dubinsky & Dautermann, 1996); alli los objetos de
trabajo son principalmente vectores, elementos de un Espacio Vectorial (R™, M,,,xn,
polinomios, entre otros). Actualmente en la Escuela de Matematicas de la Universidad
Industrial de Santander, se desarrollan 32 grupos dirigidos por 23 profesores, que acompafan
un aproximado de 1032 estudiantes. Desde la Matematica Educativa se ha planteado como las
diversas representaciones de los objetos matematicos aportan en su comprension. Por
ejemplo, una transformacion lineal admite una interpretacion funcional (f: R* - R?), una
matricial (M,y,) y una geométrica (R? y R3) como resultado de la transformacion de un
vector o una regién del plano. Por tanto, se propone que es fundamental analizar como los
estudiantes de Algebra Lineal | de la Universidad Industrial de Santander pueden transitar
entre las diferentes interpretaciones de un objeto matematico para comprenderlo. Para esto se
propone el disefio de un modelo cognitivo, descomposicion genética, del concepto de
independencia lineal que sefiale las principales estructuras, mecanismos y sus relaciones a
partir de las diferentes interpretaciones que son presentadas en un curso basico de algebra
lineal. A continuacion, se exponen los antecedentes de la investigacidén que permiten ubicar en
el panorama de la didactica de las matematicas el problema presentado, también los
principales elementos de la teoria APOE y el método que guia el desarrollo de esta
investigacion.

Antecedentes

Los principales hallazgos publicados en Carlson, Johnson, Lay y Porter (1993) y Zazkis et
al. (1996) muestran un primer acercamiento para contribuir a una mejora en la ensefianza y el
aprendizaje del algebra lineal, donde cada uno de ellos con sus particulares posturas buscan
definir los objetos concretos que un estudiante del curso de algebra lineal puede considerar, para
a partir de ello construir objetos abstractos.

Mas adelante en 2017, Harel habla acerca de los objetos concretos y los objetos abstractos que
se presentan en algebra lineal. Los objetos concretos se entienden como objetos con los cuales se
pueden manipular u operar; por ejemplo, operaciones entre vectores, solucion de sistemas de
ecuaciones lineales, entre otros. Y por objetos abstractos como combinacion lineal, dependencia
e independencia lineal, transformacion lineal, etc. Harel (2017) menciona algunas dificultades
que tienen los estudiantes con el paso de lo concreto a lo abstracto, por ejemplo, los estudiantes
pueden encontrar la solucion de un sistema de ecuaciones lineales haciendo uso de un método
conocido, pero no comprenden la dependencia e independencia lineal entre vectores.

De otra forma, Parraguez y Bozt (2012) analizan bajo la teoria de los modos de pensamiento,

el razonamiento que muestran los estudiantes universitarios a partir de lo practico a lo teorico al
trabajar con los conceptos de dependencia e independencia lineal de vectores y la solucion de un
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sistema de ecuaciones lineales en R? y R3; ademas de las relaciones que se establecen entre
dichos conceptos, esto con base a las conexiones que existen entre los objetos concretos y los
objetos abstractos. En este caso la autora toma como objetos concretos todo aquello que puede
operar, como es en este caso la solucion del sistema de ecuaciones para transformar dicha
solucién en algo abstracto, como es el concepto de independencia lineal.

Por su parte Aydin (2014) analiza la comprension que desarrollan los estudiantes sobre el
concepto de independencia lineal mediante la generacion de ejemplos basados en la teoria
APOE!. Este autor plantea que un estudiante que es capaz de generar un ejemplo, acerca de
cuando un conjunto de vectores es linealmente independiente o no, es porque tiene una imagen
conceptual formada de manera consistente. Esta imagen conceptual se asocia a una construccion
abstracta del concepto.

De igual forma, una manera de ver los objetos concretos en algebra lineal se puede relacionar
con interpretaciones geométricas de los conceptos. En este sentido la geometria se encuentra
como un componente principal, en la ensefianza de los cursos de algebra lineal. En particular
Sierpinska (2000) considera que el algebra lineal puede ser vista como consecuencia de dos
posturas: El rechazo de la entrada de los nimeros en la geometria y desde la Intuicion
geomeétrica.

De esta forma, Oropeza y Lezama (2007) desarrollan una serie de actividades tomando como
base la geometria. En un primer momento de forma exploratoria con el fin de caracterizar con los
estudiantes la abstraccion del algebra y los impedimentos que tiene la geometria para su completa
visualizacion.

Se puede encontrar en la literatura autores que hablan acerca de la percepcién visual que se
encuentra inmersa en la geometria. Segun Piaget, la percepcion visual es posible para objetos
estaticos, pero no para procesos dindmicos. Para visualizar esto Gltimo, Piaget menciona que
es necesario percibir un conjunto de fendmenos estéticos y razonar sobre ellos para hacer
construcciones mentales de procesos dinamicos. Asi mismo, Hillel (2000) menciona que los
modos algebraicos, geométricos y abstractos coexisten y a veces son intercambiables, pero no
son equivalentes. EI modo abstracto usa el lenguaje y los conceptos de la teoria (espacio
vectorial, subespacio, independencia lineal, tramo, etc.), mientras que el modo algebraico usa
el lenguaje y conceptos de la teoria méas especifica de R™ (n-tuplas, matrices, rango, etc.).
Finalmente, el modo geométrico usa el lenguaje y concepto de R? y R3 (segmento de linea
dirigida, puntos, planos, etc.).

Por ejemplo, un vector puede ser representado como una flecha en modo geométrico, como
una fila o columna de nimeros o simbolos en modo algebraico, y como un elemento de un
espacio vectorial en el modo abstracto.

Por otro lado, autores como Konyalioglu et al., (2011) mencionan que los origenes del algebra

! Teoria APOE (acronimo de Accion-Proceso —Objeto-Esquema)
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lineal parten de la geometria, especialmente con representaciones vectoriales; por tanto, enfatiza
que en la ensefianza del algebra lineal deben estar involucradas nociones geométricas, en este
sentido proponen el uso de la visualizacion como un enfoque de ensefianza, en el cual se sustenta
que las estructuras geomeétricas deben estar fuertemente apoyadas por estructuras algebraicas y

abstractas.

Por ejemplo, el siguiente problema “Sea W el conjunto de elementos de la forma

(%1, %5, .., x,) tal que x;, =0y x; € R. ¢(ES W un subespacio del espacio vectorial V = R™?”

admite en un primer momento una representacion geométrica, para caracterizar el problema en R?

o R3; luego puede ser interpretado de manera algebraica para generalizar en R™ y por Gltimo puede
ser construido de manera abstracta para utilizar el resultado en el concepto de independencia lineal

como se muestra en la tabla 1, para la afirmacion:

Tabla 1

Interpretacion geométrica, algebraica y abstracta.

| Geométrica

Algebraica

Abstracta

El subconjunto W de R? es el
conjunto de vectores de la forma
(0,y) como se muestra en la
siguiente figura:

I
| v

Al

F Y
v

Y cu

Seau = (xq,X2, .., X)) Y

v = V1, Y2, -, Vn) €lementos de
Wyc € R.Comouyv
pertenecen a W se tiene que:

x, =0 yy; = 0. Entonces
cu+v=_(cx; +y;,cxy, +

Y2s e an+yn)

Donde:

cx1+y;,=c04+0=0

Luego, cu +v € W. Asi W es un
subespacio de R™.

Si W es un subespacio de un
espacio vectorial V,y W es
un subconjunto de W'. En
este caso (W' es linealmente
dependiente?

Cada subespacio de un
espacio vectorial debe
contener el elemento cero. Si
W es un subespacio de un
espacio vectorial, W
contiene el elemento cero.
Entonces, W' contiene el
elemento cero. Si uno de los
elementos en W' es el
elemento cero, entonces

el subconjunto W' es
linealmente dependiente.

Fuente: Konyalioglu et al., (2011)
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La Teoria APOE

En esta seccidn se revisaran las ideas principales de la teoria APOE (Arnon, et al., 2014), las
cuales se utilizaran para el desarrollo de la investigacion.

Esta teoria es una interpretacion de la teoria constructivista que parte de las ideas de Piaget, el
cual estudié acerca del desarrollo del pensamiento I6gico de los nifios, tomando principalmente la
idea de abstraccion reflexiva. Este tipo de abstraccidn se presenta cuando se realiza una reflexion
y un razonamiento logico respecto a un objeto, siendo mas adelante formalizado por Dubinsky
(1991), enfocéndolo hacia un analisis cognitivo de conceptos matematicos que se desarrollan a
nivel universitario para describir las estructuras y mecanismos mentales que los estudiantes pueden
desarrollar sobre una nocién o concepto matematico, por medio de un ciclo metodolégico que se
describira en el siguiente apartado.

En la figura 2 se puede observar que las estructuras mentales son las Acciones, Procesos,
Objetos y esquemas y los mecanismos mentales son la interiorizacion, encapsulacion, des
encapsulacién y coordinacion, que se relacionan para la construccion de un nuevo conocimiento.

Como se menciond anteriormente, la teoria APOE parte de la teoria constructivista, donde se
menciona que un nuevo conocimiento se da a partir de conocimientos previamente construidos,
de esta forma, un individuo parte de un objeto (conocimiento previamente construido) y si aplica
manipulaciones a ese objeto, externas de él, se puede decir que se encuentra en una concepcion
Acciodn, si el individuo interioriza dichas manipulaciones, es decir, reflexiona acerca de las
Acciones, se encuentra en una concepcion Proceso.

También los Procesos se pueden generar a partir de otros Procesos, es decir, mediante la
Coordinacion de dos Procesos se pueden dar un nuevo Proceso y por ultimo si se aplican Acciones
a los Procesos se puede considerar que el individuo se encuentra en una concepcion Objeto, de la
que mediante el mecanismo de desencapsulacién puede volver al Proceso que le dio origen.

Esquema

Interiorizacion

Accio nes/—\

Procesos

Coordinacion

Objetos

Encapsulacion

Desencapsulacion

Figura 1. Arnon et. al.,2014, p. 18.
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Finalmente, la Descomposicion Genética (DG) es un modelo cognitivo que describe las
estructuras y mecanismos mentales (descritas anteriormente) que un individuo necesita para
construir una nocion o un conocimiento matematico.

Método

Esta investigacion se sustenta tedrica y metodologicamente en la Teoria APOE (acronimo de
Accion-Proceso —Objeto-Esquema) que describe las estructuras y mecanismos mentales que los
estudiantes pueden desarrollar sobre una nocion o concepto matematico. Esta teoria tiene un
ciclo metodoldgico que se basa en el disefio y desarrollo de tres componentes: 1. Andlisis
Tedrico; 2. Disefio y desarrollo de un modelo de ensefianza; y 3. Observacion, recoleccion y
analisis de datos, como se muestra en la siguiente figura:

o 1) Analisis tedrico

Y A

3) Recolecicion y

i 2) Disefio e implementacion
analisis de datos ) p

= de actividades

Figura 2. Adaptacion (Arnon et. al.,2014, p. 94)

La direccion de las flechas indica que, después de realizar el analisis tedrico que tiene como
objetivo la construccion o modificacion de una descomposicion genética preliminar del
concepto a trabajar, se realizan las actividades con base en dicha descomposicion genética,
seguido se empiezan a recolectar y analizar los datos. Cabe resaltar que si los datos encontrados
difieren con la descomposicion genética preliminar se debe volver a la fase 2 (fase 3 a fase 2) y
disefiar e implementar nuevamente las actividades. Sin embargo, si después de realizar esta
modificacion los resultados vuelven a arrojar resultados diferentes de lo propuesto en la
descomposicion genética se debe volver a la fase 1 y refinar la descomposicion genética
propuesta (fase 3 a fase 1) porque puede que las caracterizaciones de las estructuras mentales de
los estudiantes no sean acordes, por ende, es un ir y venir entre fases, para lograr la
descomposicion genética que pueda caracterizar en gran medida las estructuras mentales por las
que un estudiante pasa para llegar a la comprensién del concepto a trabajar.

La poblacion de estudio se ubica en la Universidad Industrial de Santander con estudiantes del
curso de algebra lineal I que ofrece la escuela de matematicas. Esta investigacion se divide en
seis fases: 1.1 Analisis de examenes finales de los estudiantes del curso en afios anteriores: en
base a dichos resultados se realizaran observaciones acerca de lo que los profesores estan
trabajando en el curso y lo que aparece en el programa de algebra lineal | en la escuela de
matematicas; 1.2. Analisis de los libros de texto; 1.3. Analisis de descomposiciones genéticas
trabajadas que aborden el concepto de independencia lineal; 2.1. Disefio de una descomposicion
genética con base a los resultados de la fase 1; 2.2. Disefio e implementacion de las actividades
con base en la descomposicion genética de la fase 1; 2. 3. Recoleccion y analisis de datos.
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Reflexiones finales

Actualmente se esta realizando la descomposicion genética del concepto de independencia lineal
con base en los resultados de los examenes finales anteriores, analisis de los libros de texto y
analisis de descomposiciones genéticas anteriores sobre el concepto de independencia lineal.

Los resultados obtenidos en el anlisis de los exdmenes finales anteriores que se realizé en
la fase 1 y unas encuestas realizadas a los profesores que dictan el curso de algebra lineal,
muestran que promedio los profesores dedican 3 horas para trabajar el concepto de independencia
lineal y en algunos casos no se dicta el tema.

Con base a lo anterior se evidencia la necesidad de estandarizar los contenidos o modificar la
estructura de los cursos entorno a las necesidades de los estudiantes de acuerdo a su carrera de
pregrado y los temas centrales del algebra lineal que se han venido discutiendo en investigaciones
de didactica del algebra.
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