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Resumen

Mediante una reflexion y accion conjunta entre profesores y formadores de profesores emerge la
necesidad de desarrollar conocimiento profesional para la ensefanza del Teorema de Pitagoras,
conocimiento desconocido para el equipo, que es tanto objeto y sujeto de investigacion. En esta
comunicacion mostramos un breve andlisis de dos episodios vinculados a la primera clase,
correspondiente al trabajo con Ternas Pitagoricas. Observamos la débil formacion e
investigacion sobre la ensefianza del Teorema de Pitdgoras, el escaso de material didactico para
representar tridngulos rectangulos y la importancia de la relacion entre el pensamiento
matematico y el pensamiento geométrico.

Palabras clave: Conocimiento profesional, practica, ensefianza, Teorema de Pitadgoras.
Introduccion

Comunmente, los formadores de profesores no se relacionan con la escuela, y a la vez, los
profesores de escuela, no se relacionan con la academia, situacion que conlleva un paralelismo
contante entre ambos trabajos que, en la practica, deberian estar interrelacionados (Zeichner,
2010). A raiz de esto, surge el proyecto “Investigacion entre universidad y escuela: Un analisis
sobre Conocimiento Especializado del Profesor de Matemadtica por medio de reflexion conjunta
sobre la practica”, donde se espera que profesores de aula y formadores de profesores
investiguen en conjunto sobre problemas en la ensefianza de la matematica.
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Dentro de este contexto, un docente que trabaja en el Gltimo grado de primaria (13 afios)
sostiene lo complejo que es para ¢l ensefar el Teorema de Pitdgoras, explicando que siempre lo
ha ensefiado de acuerdo a la secuencia: muestra de la relacion de catetos e hipotenusa,
demostracion, ejercicios y problemas. Estrategia que no ha dado resultados. Desde la academia,
solo se tiene experiencia en su demostracion, pero no en cdmo tratar el contenido con estudiantes
de 13 afios.

Para poder realizar las clases indagamos en la literatura en educacion matematica y
observamos que la mayoria de las propuestas de ensefanza o analisis comparativos sobre ellas,
se centran en demostraciones, dejando de lado el pensamiento matematico y el trabajo docente.

Por ello, dicho saber es idoneo observarlo desde la complejidad de la practica, que ha sido
estudiada por multiples investigadores, quienes coinciden que para la ensefianza es necesario que
los profesores posean y empleen una amplia variedad de conocimientos y habilidades que
pueden ser perfeccionadas con el tiempo (Darling-Hammond y Bransford, 2005, entre otros).

A raiz de lo anterior nos preguntamos ;Qué conocimiento debe tener un profesor de
matematicas para ensefiar el Teorema de Pitagoras? ;Qué recursos podrian ser idoneos para el
trabajo en aula? ;Qué dificultades pueden emerger por parte de los estudiantes y del saber? ;Qué
habilidades matematicas se desarrollan en su tratamiento?

Planteamiento del Problema

El proyecto, que plantea hacer co-docencia entre formadores de profesores y profesores
provoco una situacion compleja y didacticamente interesante: el problema de coémo ensefiar el
Teorema de Pitdgoras. El docente de aula planted no tener formacion al respecto y de no tener
actividades, ni en los libros de texto ni en los programas de estudio que lo orientaran a no
reproducir la formula y las ternas pitagéricas. Los formadores de profesores, conociamos
diversas demostraciones, pero no nos habiamos planteado coémo llegar a esa demostracion
haciendo participes a los estudiantes.

La primera pregunta que, en conjunto, nos hicimos, fue ;Por qué y para qué tenemos que
ensefiar el Teorema de Pitagoras? ;como realizamos una clase que no caiga en el esquema
tradicional de definicion-ejemplo y ejercicio? Estas fueron las primeras preguntas durante la
planificacion para la practica, que encuentran respuesta en el desarrollo del objetivo de
investigacion: analizar la préctica de ensefanza del Teorema de Pitagoras de acuerdo a una
propuesta de trabajo disefiada entre universidad y escuela.

De esta forma, la investigacion que se presenta posee espacios de planificacion, ejecucion
y reflexion que posibilitan significar y resignificar los procesos de ensefanza y aprendizaje
considerando el conocimiento especializado para la ensefianza de la matematica y su desarrollo.

Fundamentos Teoricos

El Teorema de Pitagoras es la relacion mas recordada de las épocas escolares (Gonzélez,
2008). En ¢€l, se establece conexiones importantes y naturales entre el dlgebra y la geometria. Es
espacialmente apropiado para realizar modelamiento matematico y no hay manera de
"descubrirlo" sin una clara conduccion del profesor (Varas, Cubillos & Jimenez, 2008).

Por lo que observa en los distintos agentes de ensefianza sobre ¢l (Gurrola y Jauregui,
2008; Barreto, 2009; entre otros), el Teorema de Pitagoras se ha reducido a su muestra,
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demostracion y aplicacion, sin considerar conjeturas y validaciones que propicien un trabajo
matematico en el aula para el desarrollo del pensamiento inductivo.

Es necesario mencionar que se han realizado esfuerzos por descubrir el Teorema de
Pitagoras, sin embargo, este descubrimiento es solo el resultado de una “actividad de indagacion,
sin aclarar que se obtiene apenas una conjetura, que no tiene la validez de un teorema, aumenta
la confusion acerca de lo que es un teorema, una demostracion y una certeza en matematica;
sobre lo que es la matematica, su estructura interna y su racionalidad (Varas et al, 2008, p.126)

A raiz de lo anterior, se considera indispensable desarrollar la argumentacion y
demostracion al tratar el Teorema de Pitdgoras en la escuela, dado que su tratamiento debe
responder a un trabajo intelectual lejano a la deduccion logica, por ello es un icono de la
Geometria racional en la Escuela Pitagorica y es, ademas, la base de una multitud de teoremas
geométricos (Gonzalez, 2008)

La practica docente

Shulman (1986) sostiene la importancia del conocimiento docente para una practica
efectiva, dando un giro en las investigaciones sobre la ensefianza, que se centraban,
principalmente en el comportamiento de los estudiantes, los tiempos utilizados en la clase o las
planificaciones de las mismas. Por ello, el andlisis del proceso de las practicas de la ensefianza
revela el conocimiento docente, porque éste debe ponerse en juego en un escenario complejo e
impredecible, dando el paso a la constitucion de ejes que permiten realizar reflexiones sobre el
quehacer docente en un caso particular.

Desde la década de los 80, varios autores (Schon, 1992; Shulman, 1986, 1987; Darling-
Hammond y Bransford, 2005, entre otros) han concluido que reflexion y practica son conceptos
indisolubles, estrechamente relacionados y mutuamente exigidos, de cuya evolucion emerge el
desarrollo profesional. Por ello, en los tltimos afios las investigaciones centradas en la practica
de la ensefianza de la matemadtica han aumentado, transformando a docentes y su quehacer en un
elemento fundamental para comprender los procesos de ensenanza para el aprendizaje, lo que ha

traido como consecuencia que los profesores y su enseflanza han pasado a ser un elemento
central (Adler, Ball, Krainer, Lin y Novotna, 2005; Sfard, 2005; English y Kirshner, 2016).

La premisa que guia este estudio considera que el profesorado reflexiona sobre su practica
por medio de un andlisis que involucre critica, redescubrimiento y modificacion de los referentes
y creencias que la sustentan, asi de esta manera desarrolla herramientas para construir su
profesionalismo sobre su conocimiento para ensefar, y por lo demaés, su propio aprendizaje.

Conocimiento especializado del profesorado de matematica

Para analizar la ensefanza, consideramos como referente al Conocimiento especializado
para el profesor de matematica (Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge, MTSK)
propuesto Carrillo, Climent, Contreras, Escudero-Avila., Flores-Medrano, Montes (2014). Este
marco comprende el conocimiento del contenido del profesor desde la contribucién de Shulman
(1986, 1987) y el Mathematical Knowledge for Teaching desarrollado por Ball y su equipo
(2008). En este marco tedrico se distinguen dos componentes: una referida al conocimiento de la
matematica, MK (Mathematical Knowledge), y otra relativa al conocimiento didéactico para
ensefiar, el PCK. (Pedagogical Content Knowledge). El MTSK ademés de ser una propuesta
teorica para modelar el conocimiento del profesor de matematica, es una herramienta
metodoldgica, con la cual es posible analizar la practica.
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Las componentes se dividen a la vez en seis dominios, que seran a la vez, las dimensiones
de andlisis de los datos de este estudio. A continuacion, se explica cada uno de los seis dominios
del MTSK, los tres primeros son referentes al MK y los tres ultimos al PCK (Flores, Escudero y
Aguilar, 2001, Montes, Aguilar, Carrillo y Mufioz-Cataldn, 2013). En cada uno de ellos nos
referiremos al contexto de la ensefianza del Teorema de Pitagoras:

El Conocimiento de los Temas (Knowledge of Topics, KoT): este dominio analiza o
modela qué y como el profesor de matematicas conoce los temas que va a ensefar, supone
conocer los contenidos matematicos y sus significados de manera fundamentada. En este
subdominio, por ejemplo, el docente debe ser capaz de comprender la relacion entre los catetos y
la hipotenusa en un triangulo rectangulo o diferenciar el Teorema de Pitdgoras y su reciproco

Conocimiento de la estructura de la matematica (Knowledge of the Structure of
Mathematic, KSM): Es el conocimiento de las relaciones que el profesor realiza entre distintos
contenidos. Estos contenidos pueden ser del curso que estd tratando o bien de otros cursos y
niveles, la idea es que realice conexiones entre temas matematicos. El desarrollo del Teorema de
Pitdgoras involucra trabajo geométrico y algebraico, relacionando composiciones de figuras;
descomposiciones y composiciones de areas, resolucion de ecuacion y calculo de raices.

Conocimiento de la practica matemadtica (Knowledge of the Practice of Mathematics,
KPM): Este dominio considera que es importante el conocimiento de los resultados matematicos,
pero que es fundamental conocer las formas de proceder para llegar a ellos y las caracteristicas
del trabajo matematico. El KPM es quizas la dimension méas compleja en el tratamiento del
Teorema de Pitagoras, dado que en el aula se considera por demostracion una actividad de
indagacion.

El Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas (Knowledge of
Features of Learning Mathematics KFLM): Este dominio se enfoca en el contenido matematico
como objeto de aprendizaje, por ello se evita mirar al estudiante en si, dado que la idea es
observar las caracteristicas del proceso de comprension del estudiante sobre el contenido, que
derivan de su interaccion con el mismo. En nuestro caso, un conflicto es que los estudiantes no
estan acostumbrados a desarrollar conjeturas o a trabajar en equipo en miras a la resolucion de un
problema.

Conocimiento de la Ensefianza de la Matematica (Knowledge of Mathematics Teaching,
KMT): el KMT tiene como foco la ensefianza. En este dominio incluye el conocimiento de los
recursos, materiales, formas de presentar el contenido, el uso de ejemplos adecuados tanto en el
contenido, como en el contexto y la intencion. Esta subdimension es la méas importante dentro
del estudio. ;como presentamos el Teorema de Pitdgoras? Si observamos la historia de la
matematica, podriamos partir por el reciproco del Teorema de Pitdgoras, dado que diversas
culturas lo utilizaron para realizar construcciones. ;Qué demostracion incentivaremos en el aula?

6. Conocimiento de los estandares de aprendizaje de las Matematicas (Knowledge of
Mathematics Learning Standards, KMLS): se refiere al conocimiento curricular del maestro. Es
el conocimiento que el profesor tiene sobre las capacidades conceptuales, procedimentales y de
razonamiento matematico que se promueven en determinados momentos educativos.

Por otro lado, el papel de las creencias del docente es central dado que engloba a los seis
subdominios anteriores.

Metodologia
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Como se puede observar, las caracteristicas del estudio exigen que sea un estudio de caso
de corte cualitativo y descriptivo de la investigacion-accion docente. Para Gonzalez- Lloret
(2012) lo que distingue a la investigacidn-accion cualitativa es su claro objetivo de cambiar y
mejorar la practica o la situacion que se esta estudiando y no solo su descripcion o interpretacion.
Los datos se recogen tanto de las reflexiones individuales y colectivas de los docentes y
formadores de docentes, como de las practicas de aula por medio de video tape, dado que las
evidencias de practicas de aula son indispensables en la formacion docente

En la investigacion participan cuatro docentes, dos de ellos docentes de aula de escuelas
diferentes y dos formadores de profesores, los cuatro son sujetos y objetos de investigacion. Se
realizan cuatro clases para el Gltimo curso de primaria (octavo afo, 13 afios aproximadamente)
de la Escuela Ronda de San Miguel sobre el Teorema de Pitagoras.

Para realizar la investigacion, se consideran tres instancias de investigacion: sobre la
practica, en la practica y para la practica. Killion & Todnem (1991), considerando los primeros
trabajos de Shon, distinguen estos tres momentos de reflexion; las dos primeras son de indole
reactiva, la reflexion en la practica se lleva a cabo durante el trabajo de aula; la reflexion sobre la
practica se realiza después de un hecho puntual. La reflexion para la practica es el resultado de
las dos anteriores y a la vez, el antecedente de las dos anteriores, dado que componen un ciclo de
investigacion y accion.

Analisis de resultados

Durante la actividad, se presentaron diversos episodios de andlisis que nos permiten detectar
factores que indicen en la ensenanza del Teorema de Pitadgoras, lo que conlleva, construccion del
conocimiento del profesor de matematica. Por cuestiones de espacio, en esta comunicacion solo
presentaremos dos episodios correspondientes a la primera clase. A continuacién, se muestran
dialogos entre estudiantes (E); profesores (P) y Formadores de Profesores (FP)

Episodio 1:

Durante la reflexion para la practica, el profesor del curso y dos académicos se reunen para
planificar la primera clase:

1.a Primera reunion

FP1: Tenemos que pensar en el desarrollo de buenas demostraciones

P1: Pero antes de eso hay que hacer un buen inicio, algo que no sea artificial. No quiero hacer
lo mismo de siempre, porque los estudiantes no aprenden.

FP1: Creo que antes de todo, tenemos que preguntarnos ;jPor qué enseiamos el Teorema de
Pitagoras?

FP: Es un Teorema importante... fundamental.

P: No tendria aun respuesta para ello.

FP2: Busquemos informacion, y posterior a ello, a partir del porqué de la enserianza, busquemos
informacion.

1.b Segunda reunion

FP2: He encontrado cuatro razones por qué enseniar el Teorema.

* Es fundamental para comprender, geométricamente, es decir, mas alla de la percepcion
visual cuando dos planos son perpendiculares. Distintas culturas lo han trabajado para
ello. En este caso, deberiamos considerar el reciproco del teorema.

* Relaciona dos magnitudes: longitud y area de superficie.

* Gracias a él, podemos localizar los numeros irracionales.
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* Por otro lado, es un Teorema pilar de muchos otros teoremas, sobre todo para tercero
medio, miren “es la base de multitud de teoremas geométricos, de los estudios sobre
poligonos y poliedros, de la Geometria Analitica y de la Trigonometria —la formula cos’a
+ sen’a = 1 es un caso particular del Teorema de Pitigoras y el Teorema del coseno es
una generalizacion del mismo—. La relacion pitagérica x° + y* = 2° es la ecuacién de la
circunferencia y la raiz historica del Analisis indeterminado de Diofanto y Fermat. El
Teorema de Pitagoras también pudo ser el germen de la dramatica aparicion pitagorica
de la inconmensurabilidad de gran trascendencia en la estructuracion y sistematizacion
platonico-euclidea de la Geometria griega” (Gonzalez, 2008, p.103)

P1: Otra razon es para observar la diferencia entre la diferencia entre distancia y trayectoria,
relaciondndolo con la fisica (relacion con Fisica)

FP1: Bueno quizas después encontremos mas. ;Como partimos?

FP2: Con el contexto historico.

P1: ;Con el reciproco?

FP2: No... con el Teorema. Directamente, contextualicemos en paredes perpendiculares. A
partir de la perpendicularidad, podrian construir  triangulos rectangulos, para que
posteriormente, a partir del reciproco, ciertas ternas nos aseguren que las paredes estan
derechas. El reciproco podria ser parte del cierre de la clase

FP1: ;Y pretendes que los chicos descubran las ternas?

P1: Claro... es la idea

FP1: Imposible... demosle una, el 3-4-5 en el inicio, por lo menos, sino, estaremos toda la clase
con el tanteo.

FP2: es que no seria tanteo, seria trabajo con material concreto, composicion de figuras.

FP1: ;Y como harias eso?

FP2: ;No sé!

P1: Busquemos material

1.c Tercera reunion

PF2: No sé como hacer que los estudiantes construyan triangulos rectangulos (explica en
contexto)

P2: Trdeme lana, lo haremos como los egipcios. Yo creo que no seria problema que los
estudiantes descubran las ternas. Si no lo hacen, ahi vemos que pasa.

P1: Yo haria cuerdas con cuentas (pedazos de madera o plastico para separar cuerdas), Yo las
hago

Posteriormente, fue bastante complejo el trabajo con el material. Los espacios entre las cuerdas
no eran congruentes y con el pegamento era compleja su movilidad en las cuentas. Costo
encontrar material adecuado para poder realizar la actividad. Finalmente se utilizaron palillos
y pelotas para poder realizar la actividad.

En este episodio podemos observar que los profesores y los formadores de profesores no tienen
una respuesta automatica ante la pregunta ;por qué ensefiamos el Teorema de Pitagoras? (KTM)
Por otro lado, se observa que uno de los FP no considera posible que los estudiantes logren
encontrar las Ternas Pitagéricas (KFLM), sin embargo, para los otros docentes era
imprescindible (KPM). Una vez que se pusieron de acuerdo en la construccion de triangulos para
encontrar las ternas no fue posible conseguir material didactico de segmentos separados por una
misma distancia.

Episodio 2:

Durante la reflexion en la practica, se lleva a cabo la construccion planificada en el episodio 1.
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El curso se organiza en grupos de 3 o 4 estudiantes, se entrega, por grupo, un envase que
contiene palillos y pelotitas con perforaciones, que permite el encaje con los palillos. Previo al
didlogo que continua, la FP2 muestra la representacion de un cuadrado utilizando el recurso
entregado.
PF2: ;Ustedes creen que podrian armar un triangulo rectangulo con este material?
Grupo curso: S7iiii!
PF2: Manos a la obra.
(A los 4 minutos)
El: Aqui esta armado uno, tiene lados 3 palitos, 4 palitos y 5 palitos
PF2: Muy bien. ;y has armado otro?
P2: Si, es mas se ha dado cuenta de algo.
El: Si, armé otro que es 6-8 y 10. Son los dobles de las medidas anteriores. Yo creo que, si les
saco el triple, igual se arma.
P2: Yo quiero que lo pruebe
E2: Yo creo que dé mas da...
Posteriormente se validan, en forma colectiva, las distintas construcciones, comentando el
episodio anteriormente nombrado
E3: A mi me dio lo mismo, entonces hay muchas ternas para armar triangulos.
FP2: ;podrias representar una que no hayamos realizado?
E3: No... para qué, si con la multiplicacion del 3, 4 y 5 ya estamos listos.
FP2: ;Y eso como lo puedes asegurar?
E3: porque es una regularidad...
Varios estudiantes: Claro, es mas que seguro que da
E4: ;Guardamos el material entonces?
En este episodio podemos observar, que, a los cuatro minutos, varios grupos de estudiantes ya
habian encontrado la terna 3-4-5 (KPM) por otro lado, la regularidad algebraica fue para ellos tan
convincente como el material concreto.
Conclusiones

Antes de conocer al Profesor 1 (P1) ninguno de los otros tres participantes del estudio se
habia cuestionado sobre como ensefar el Teorema de Pitdgoras a un grupo de estudiantes de 13
afios. Fue interesante observar que, desde nuestras distintas experiencias y formaciones, a pesar
que formamos profesores (FP1 y FP2) y coordinamos grupos de profesores (P2), no teniamos
una respuesta ante la pregunta ;Por qué debemos ensefiar el Teorema de Pitdgoras? Hemos
observado que este desconocimiento, es un lugar comln, porque hemos preguntado en
congresos, reuniones docentes y situaciones informales, y los profesores de matematica tienden a
responder que el Teorema se ensefia solo para comprobar perpendicularidades o diferenciar
distancias de trayectorias.

A raiz de lo anterior, nos parece necesario que en la formacion docente se considere la
pregunta jPor qué ensefar cierto contenido? (KPM) Gracias a este estudio, ahora podemos
formar profesores que si se realicen esta pregunta y planifiquen clases considerando aquellos
porqués como objetivos. Podemos destacar la importancia que universidad y escuela hagan un
trabajo conjunto de desarrollo bidireccional, donde el docente de escuela tenga experiencias de
investigacion como un par, no s6lo como un objeto de investigacion y que el formador de
profesores comprenda los problemas de ensefanza a los que seran enfrentados los futuros
profesores que forma.
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Por otro lado, observamos que hay pocos recursos de ensefianza para trabajar el Teorema de
Pitdgoras. Dado que es un contenido que curricularmente (KMLS, KPM, KMLS) esta en la
frontera de la ensefianza primaria con la secundaria, en los libros para profesores, de primaria o
secundaria, si se llega a mencionar, es bastante superfluo, por lo tanto, es indispensable revertir
la situacion, con actividades como las mencionadas en esta comunicacion.

A pesar que uno de nosotros (PF1) se resistia a que los estudiantes encontraran las ternas por
si mismos, gratamente pudimos observar que los estudiantes, a pesar de estar en una clase de
matematica a las cinco de la tarde, trabajaron concentrados y entusiastas. A los cuatro minutos ya
tenian la terna 3-4-5 y gracias a un pensamiento algebraico, rapidamente lograron obtener mas
ternas. En variadas ocasiones tendemos a subestimar a los estudiantes, es necesario que
comencemos a revertir nuestras practicas. Sin embargo, es complejo revertirlas sin en el mercado
no hay material didactico de apoyo (KTM) ni en los libros de textos o directrices curriculares
actividades para los docentes. Por ello, mientras las editoriales avanzan, es indispensable que la
formacién de profesores se haga cargo del conocimiento profesional de los docentes con
investigaciones como esta.
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