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Resumen

Estudios realizados en el contexto de educacion presencial, y relacionados con el
aprendizaje de la teoria de limites de funciones, sefialan que los estudiantes enfrentan
diversos obstaculos; sin embargo, hay una carencia de informacion entorno a esta
tematica en educacion a distancia, en particular con estudiantes de carreras de
formacidn docente. Este trabajo muestra una sintesis de un estudio realizado con el
propdsito de determinar y analizar las dificultades conceptuales que afrontan los
estudiantes, en formacion inicial de Ensefianza de la Matematica, en las pruebas
escritas de calculo diferencial en la UNED, Costa Rica. Se realiz6 una categorizacion
y andlisis detallado de las dificultades encontradas y los resultados evidencian
dificultades conceptuales asi como con el uso incorrecto de simbologia matematica.
Con este estudio se pretende mejorar los procesos tanto de ensefianza como de
aprendizaje de los contenidos y buscar la mejora en el rendimiento académico de los
estudiantes.

Palabras clave: obstaculo, dificultades de aprendizaje, calculo, educacion a
distancia, limites de una funcion.

Introduccion

Un tema fundamental en el analisis matematico y cimiento sobre el cual se sostiene toda
una estructura que da pie al desarrollo de contenidos como: continuidad, derivacion e
integracion, corresponde a la teoria de limites de funciones. No obstante, el desarrollo y
comprension de dicho concepto, desde sus origenes, produjo mucha dificultad, tal como lo sefiala
Mira (2016) al indicar que

El proceso de refinamiento del concepto de limite fue dificil para los cientificos de
la época dada la profundidad del mismo por su auténtica naturaleza y porque
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requiere una precision de pensamiento y una percepcion del sistema de los nimeros
reales que no era facil de conseguir (p.7).

Por su parte, Blazquez y Ortega (2000) sefialan que dicha tematica acarrea quiza la mayor
cantidad de dificultades en su aprendizaje, las cuales estan ligadas propiamente al concepto, el
cual para muchos de los estudiantes, segun los autores, es “arido, poco atractivo, demasiado
abstracto, que olvidan totalmente con demasiada facilidad y, en suma, es uno de los mas dificiles
de ensefar y aprender” (p.1).

Los diversos estudios realizados con el fin de analizar las dificultades y errores en torno al
tema limites de funciones, generalmente, se han realizado con estudiantes de carreras
universitarias no matematicas y en contextos en los cuales los procesos de ensefianza y de
aprendizaje son presenciales, como los de Claros (2010), Garcia (2013), Neira (2013), Pons,
Valls y Llinares (2012), Blazquez, Ortega, Gatica y Benegas (2006), entre otros; y sefialan que
las dificultades podrian estar relacionadas con obstaculos de origen didactico, producto de la
forma en la cual se ensefia, 0 quiza porque la comprensidn de este concepto implica procesos
poco utilizados por los estudiantes como: el uso consciente y adecuado de simbolismo, la
abstraccion, el analisis y en algunos casos la demostracién, aunado a los problemas generados
con el término limite y su poca relacion con los contextos coloquiales, lo cual provoca que
cuando el estudiante debe afrontar la solucidn de situaciones que requieran un mayor manejo
conceptual cometa mas errores (Selden, Mason y Selden, 1994).

Ahora bien ¢Qué sucede cuando dichos procesos se dan en una educacion a distancia? con
estudiantes en formacion de ensefianza de la Matematica, tal como ocurre en la Universidad
Estatal a Distancia (UNED), de Costa Rica, con la asignatura: Célculo Diferencial.

En dicha asignatura se aborda los temas: limites, continuidad, derivacion y aplicaciones de
la derivada; se imparte bajo un modelo de educacion a distancia, donde se mezclan actividades
presenciales con actividades en linea. Como parte de la evaluacion, el estudiante debe realizar
dos pruebas escritas de manera presencial, asi como actividades obligatorias mediante la
plataforma de aprendizaje Moodle (pruebas cortas en linea, tareas y un taller de aplicacion con
software especializado). El estudiante puede asistir a tutorias presenciales no obligatorias,
ademas tiene acceso a un foro de consultas a través del entorno virtual del estudiante.

En los Gltimos afos, la asignatura ha presentado un nimero elevado de estudiantes que la
pierden o la retiran. Por ejemplo en el 11 cuatrimestre del 2017, perdié 41,9% vy se retiré 19,4%,
lo cual da una aprobaciéon de 38,7%.

Ademas, durante el proceso de revision o calificacion de los instrumentos de evaluacion se
nota que los estudiantes evidencian diversas dificultades, los cuales estan relacionados con:
conocimientos previos, el uso inapropiado de simbologia y con la naturaleza del contenido
(obstaculos epistemoldgicos). Esto condujo al desarrollo de un proceso investigativo cuyo
objetivo principal fue analizar las dificultades conceptuales en las que incurren los estudiantes en
las pruebas escritas de dicha asignatura y relacionados con el tema: limite de una funcién en una
variable.

Con los resultados obtenidos se pretende contribuir con la toma de decisiones que permitan
favorecer los procesos tanto de ensefianza como de aprendizaje de dichos contenidos, al proponer
alternativas para solucionarlos y por ende lograr que los estudiantes puedan comprenderlos y asi
mejorar el rendimiento académico.
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Marco referencial

La teoria relacionada a obstaculos ha sido ampliamente abordada por diversos autores.
Brousseau (1983, citado por Batanero, Godino, Green, Holmes y Vallecillos, s.f.) indica:

e Un obstéaculo es un conocimiento, no una falta de conocimiento. El alumno utiliza
este conocimiento para producir respuestas adaptadas a un cierto contexto que
encuentra con frecuencia. Cuando se usa este conocimiento fuera de este contexto
genera respuestas incorrectas. Una respuesta universal exigira un punto de vista
diferente.

e El alumno resiste a las contradicciones que el obstaculo le produce y al
establecimiento de un conocimiento mejor. Es indispensable identificarlo e
incorporar su rechazo en el nuevo saber.

e Después de haber notado su inexactitud, continta manifestandolo, de forma
esporadica (pp.2-3).

Ademas, Brousseau identifica tres tipos de obstaculos: ontogénicos, didacticos y
epistemoldgicos. En relacion a estos ultimos, Bachelard (1976) los define como las limitaciones
o impedimentos que afectan la capacidad de los individuos para construir su conocimiento. Al
respecto, este autor identifica cinco obstaculos principales: los conocimientos previos, el verbal,
el peligro de la explicacion por la utilidad, el conocimiento general y el animista. Cabe sefialar
que los epistemoldgicos se presentan en diversos campos del quehacer matematico; el calculo no
es la excepcién. Se muestra a continuacién algunas posturas entorno a las dificultades
relacionadas con el estudio de limites.

Primero, resulta pertinente destacar que la nocion de limite fue abordada por distintas
culturas en diversos sitios del planeta. Se tienen registros de civilizaciones egipcias y griegas. El
método de exhausion, fue utilizado para calcular longitud de curvas, areas y volimenes de
figuras geométricas, procesos en los cuales la nocion de limite era tacita (Volveras, 2015).
Grandes matematicos como Kepler, Cavalieri y Fermat, entre otros, hicieron grandes aportes al
desarrollo del concepto de limite, y por ende al desarrollo del analisis infinitesimal. Entre los
mas destacados estan los aportes de Isaac Newton en el desarrollo de series infinitas, asi como el
aporte de Leibniz al introducir una notacion y terminologia méas formal la cual permitié una
mejor lectura en la resolucion de problemas.

Lo anterior pone en manifiesto que histéricamente el estudio del concepto de limites ha
revertido distintos obstaculos, ligados estrechamente a su concepto y sus representaciones. Se
coincide con Volveras (2015) en que tanto el lenguaje matematico, como el contexto y las
distintas representaciones tienen una fuerte influencia sobre la concepcion del infinito y los
razonamientos alrededor de este concepto.

Con el estudio de limites, se hace pertinente que los estudiantes logren determinarlos,
reconocerlos tanto de forma grafica como algebraica, haciendo uso de tablas, representaciones en
el plano cartesiano, asi como de manera verbal. En todos estos escenarios, es recurrente la
aparicioén de errores por parte de los estudiantes. Cornu (1983, citado por Vrancken, Gregorini,
Engler, Muller y Hecklein, s.f.) sefiala algunos obstaculos epistemoldgicos que afrontan los
estudiantes. El primero, relacionado al sentido comun de la palabra limite, que induce a
concepciones relacionadas a muro o barrera insuperable. Segundo, la sobregeneralizacion que se
hace de las propiedades de procesos finitos a los infinitos. Ademas, un aspecto ligado a la nocién
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de infinito, que induce a una nueva manera de razonamiento. Finalmente, en esta misma linea,
los conceptos infinitamente grandes y cantidades infinitamente pequefias.

En cuanto a las dificultades que presenta el concepto de limite Tall (s.f., citado por Claros,
2010) sefala: dificultades producidas por el lenguaje, la imposibilidad de transformar el calculo
de cualquier limite en una simple operacion algebraica o aritmética y la idea de si el limite es
alcanzado o no genera dificultades, asi como el paso de lo finito a lo infinito tiende a confundir.
Por su parte Fernandez (2010, citado por La Plata, 2014) sefiala

e Dificultades para comprender que el limite es lo que ocurre cerca del punto y no en
el punto.

e Dificultades para reconocer los limites laterales.

e Dificultades para comprender que el calculo del limite no es siempre por
sustitucion.

e Problemas con el uso de diferentes representaciones de las funciones.

e Dificultades para relacionar expresiones de limites con su traduccion gréafica o el
proceso contrario (p.8).

En suma, durante las ultimas décadas, el estudio de obstaculos ha sido ampliamente
abordado por diversos estudiosos. No obstante, todos ellos hacen mencion al modelo de
educacion presencial tradicional. La bibliografia en torno a esta tematica en el modelo a
distancia es préacticamente nula, por ello, resulta pertinente el estudio bajo la modalidad a
distancia.

En esta linea, se destaca que la asignatura Calculo Diferencial, atiende al modelo
pedagdgico de la UNED el cual busca aplicar didacticas flexibles donde el estudiante sea el
principal protagonista del proceso de aprendizaje, al respecto se indica que

debe permitirle, a éste, la libertad de aprovechar al maximo los recursos que se le
ofrecen, de planificar el progreso de su aprendizaje y de regular, €l mismo, el ritmoy
la calidad de sus avances. Esto implica que todos los elementos del modelo pedagdgico
se piensen para ponerlos a disposicién de los estudiantes, de manera que ellos puedan
gestionar su propio proceso de formacion (UNED, 2005, p.13).

Metodologia

El estudio realizado es de caracter descriptivo, y se tomo6 como referencia los estudiantes
de la asignatura célculo diferencial de la carrera ensefianza de la matematica en la UNED, que
aplicaron la primera prueba escrita ordinaria del 111 cuatrimestre del 2017. La muestra estuvo
conformada por 20 estudiantes con la misma cantidad de hombres que mujeres. La edad
promedio de la muestra fue de 33 afios con una desviacion estandar de 7,68 afos.

En este estudio se analizaron tres categorias: la dificultad de formalismo simbdlico, la
dificultad de argumentacion y la dificultad conceptual. Por tanto, con el fin de evitar
ambigliedades, se procedio a definirlos, lo cual se muestra en la tabla 1:

Tabla 1
Tipo de dificultad y su definicion

Dificultad Definicién
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Conceptual. Las dificultades conceptuales corresponden a

Aplicar el procedimiento tal como es requerido por el concepto, pero comete
errores al ejecutar los pasos necesarios. Por ejemplo, evalla o realiza el
andlisis correcto del limite pero los procedimientos empleados son
incorrectos.

No justificar de forma clara, en caso de existir, el tipo de indeterminacién
que se presenta.

Confundir una indeterminacién con la forma indefinida.

. . 0
Interpretar de forma incorrecta expresiones COMO co—oo Y 6 , entre otras.

Plantear de forma incorrecta e incompleta las condiciones iniciales de la
definicion.

De argumentacion.  Cuando en el proceso de solucion los argumentos empleados no son claros, el
razonamiento no conlleva una légica o la explicacion carece de sentido.

En el uso de Cuando en el proceso de solucion se omite o se emplea de forma incorrecta
simbologia. algin simbolo o expresion matematica.

Fuente: elaboracion propia.

Al trabajar con los objetivos relacionados con el calculo de limites; se consideraron las
soluciones dadas a los ejercicios tanto en la parte de respuesta breve como en la de desarrollo. En
la tabla 2 se muestra la relacion entre objetivo e item. En total se analizaron 6 ejercicios.

Tabla 2

Relacion objetivo-item respecto a los instrumentos

Objetivo item en la prueba

Calcular limites de funciones que presenten indeterminaciones del tipo 0 2o RB (1a)
o o 0 o RB (1b)

oo—oo Usando factorizacion, simplificacion o racionalizacion.

Aplicar los teoremas basicos de limites en la resolucién de ejercicios y RB3

problemas.

Demostrar, usando la definicion formal, que lim f (x)=1 existe. D1

Aplicar los limites trigonométricos especiales en el célculo de limites de RB (10)

funciones trigonomeétricas que producen formas indeterminadas del tipo % : D2

Simbologia

RB: corresponde a los items de respuesta breve de la prueba escrita.
D: corresponde a los items de desarrollo.

Fuente: instrumento de evaluacién aplicado a estudiantes y disefio curricular de curso.

Comunicacion
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Analisis y discusion de resultados

Tomando como referencia el objetivo propuesto, para el analisis de los instrumentos, se
disefio lo mostrado en la tabla 3 y posteriormente se procedio a completarla.

Tabla 3
Frecuencia relativa de los items analizados respecto a los criterios
Criterio RB(la) RB(1b) RB(l1c) RB3 D1 D2
1. Hay eyldenC|a que permita asegurar que 1,00 1.00 085 080 100 095
intento resolver el ejercicio.
2. Resuelve solo algunos pasos del ejercicio. 0,15 0,05 0,25 0,00 0,30 0,10

3. Seevidencia que tiene claro el procedimiento
gue debe realizar.

4. Justifica de forma clara, en caso de existir, el
tipo de indeterminacién generada.

5. Resuelve el gjercicio hasta obtener el resultado

0,65 0,50 045 0,25 0,80 0,65

0,35 0,10 0,25 na na 0,20

0,85 0,95 030 055 0,65 0,50

final.
6. El resultado final es correcto. 0,45 0,35 0,30 0,25 0,60 0,35
7. Utiliza el teorema de intercalacion. na na na 0,30 na na
8. En la solucion sus argumentos conllevan

errores de razonamiento, justificaciones 0,85 0,60 045 065 055 0,70

inadecuadas o explicaciones sin sentido.

9. Omite o confunde el uso de la simbologia
correspondiente durante la resolucion del 0,50 0,45 0,30 0,25 050 0,35
gjercicio.

10. Se evidencia una estructura de orden en la
solucion del ejercicio.

11. Plantea, de forma correcta y completa, las

0,80 0,80 025 045 0,70 0,20

condiciones iniciales de la definicion de limite. na na na na 055 na
12. Encuentra el delta y es correcto. na na na na 060 na
13. Prueba que el delta obtenido funciona. na na na na 060 na

Simbologia
RB: corresponde a los items de respuesta breve en la prueba escrita.
D: corresponde a los items de desarrollo en la prueba escita.
na: no aplica.
Fuente: solucion brindada por los estudiantes en el instrumento de evaluacion. Il cuatrimestre 2017.

De acuerdo con los resultados de la tabla anterior se puede inferir que

a) Por lo general, los estudiantes intentan resolver el ejercicio aungue no tengan claro que es lo
que deben hacer.

b) En el célculo de limites, cuando existe alguna indeterminacion, los estudiantes no justifican
ni brindan argumentos claros que permita concluir que comprenden el tipo de
indeterminacidn que se presenta. Ademas, de forma mecéanica el estudiante realiza algin
procedimiento (racionaliza, factoriza, sustituye, etc.) segun la forma que tiene el criterio de la
funcién, sin saber si es requerido o no dicho procedimiento.

c) Respeto al calculo de limites haciendo uso del teorema de intercalacion, aunque en el
ejercicio se les indico que era a partir de su uso solo 30% de los estudiantes lo utilizo.
Ademas, no tienen claro el porqué es necesario emplear dicho teorema y su relacion con el
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d)

f)

criterio de la funcion y el valor al cual tiende la variable, lo cual puede denotar dificultad en
la comprensién de la teoria estudiada y su aplicacion en la resolucion de ejercicios y
problemas. En este mismo item, algunos estudiantes trataron de calcular limites laterales,
cuando esto no se podia aplicar ya que la variable tendia a infinito. Cabe destacar que en la
resolucion de este item se requiere ser muy metddico, ordenado Yy estructurado, algo que solo
el 35% de los estudiantes evidencia, y el 25% tiene una idea clara de lo que debe realizar.
En cuanto al célculo de limites por definicion (célculo de 5—¢), de los items analizados, es
el que mejor aprobacidn tiene, con un 60%; esto hace pensar que se debe a una buena
comprensién de la definicion formal de limite por parte de los estudiantes, o bien, por
preparacion para resolver este tipo de preguntas (repeticion dado que es un ejercicio que se
incluye en la mayoria de las pruebas escritas). No obstante, al contrastar el rendimiento
mostrado en este item con otros donde se deben calcular limites especificos, se nota poca
comprensién del concepto, lo cual inclina la balanza hacia que el estudiante presume que
practican con regularidad la resolucion de este tipo de problemas.

Ademas, en este item se evidencia la importancia de una estructura de orden, y 90% trabajé
de esa manera.

Los estudiantes omiten o confunden el uso de la simbologia correspondiente, es comdn que
no escriban la expresion lim 0 bien utilizan el igual cuando en realidad lo de que deben

emplear es el implica o el si y solo si. Algunos ejemplos de lo realizado por los estudiantes se
muestra a continuacion

[2 Olvida la expresion lim .
) X"+ 3X +X X
o limyX+3X X=X +3X =X e T 2

X VX2 +3X + X

. ‘xz+3x+1—55‘<g:‘x2+3x+54‘<g Uso incorrecto del igual.

senx No hay claridad en el procedimiento

1< X+ 2 <1 por falta de la simbologia respectiva.

" ) 1
lim—— < senx < lim——
X+ 2 X+2

En la solucion sus argumentos conllevan errores de razonamiento, justificaciones
inadecuadas o explicaciones sin sentido. Ejemplos de lo realizado por estudiantes, en ciertos
calculos, se muestra a continuacion

" |imoo(0)=oo . 1i_r)T;X—X=O
3 3
. IimM:Q:O x(1+3—1j
o x+24+8x o = |im X :OOZ'O:%:O
l+§+1
X

Conclusiones y recomendaciones
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El objetivo planteado para este estudio fue alcanzado; fue posible determinar y analizar las
principales dificultades conceptuales en que incurren los estudiantes, en formacion de Ensefianza
de la Matematica, en las pruebas escritas de calculo diferencial. Los resultados evidencian
ademas de errores de tipo simbdlico y algebraico, dificultades relacionadas estrechamente al
concepto de limite; al comparar los desarrollos de los estudiantes, parece indicar que ellos
aplican la definicion de limite de manera mecanica, sin embargo, la misma no es interiorizada o
comprendida correctamente, ya que en ejercicios donde deben calcular un limite no se evidencia
esta comprension, dado los errores de argumentacién encontrados. Ademas, se denota
dificultades en el uso de teoremas especificos del area.

Se considera importante realizar un estudio en el cual se apliquen técnicas mas de corte
cualitativo para asi analizar otros aspectos relacionados con el accionar de los estudiantes
durante el proceso de resolucion de los ejercicios. Para ello seria conveniente, con base en los
resultados obtenidos en este estudio, focalizar el tipo de dificultar por analizar a profundidad y
por tanto seleccionar y adecuar el tipo de ejercicio que se estudiara.

Es oportuno en los cursos iniciales establecer mecanismos para reconocer los errores en
que estan incurriendo los estudiantes, detectar las posibles causas y se logre crear estrategias de
solucion a los mismos, de manera que las dificultades presentadas sean subsanadas y no se
arrastren a cursos de corte superior. Cabe destacar que el Modelo Pedagdgico de la UNED, esté
centrado en el estudiante al cual le da la libertad de aprovechar al maximo los recursos, de
planificar el progreso de su aprendizaje y de regular su ritmo y la calidad de sus avances (UNED,
2005). Por tanto, se visualiza al estudiante como un sujeto activo y participativo, capaz de
autorregular y autoevaluar su propio aprendizaje; ante esto, la metodologia de las asignaturas
debe propiciar que el estudiante sea capaz de construir su propio conocimiento.

Finalmente, es pertinente que los estudiantes puedan conocer los resultados de este tipo de
investigaciones con el fin que intenten conocer los tipos de errores mas frecuentes y asi evitar
que se sigan presentado, con ellos se pretende mejorar los procesos tanto de ensefianza como de
aprendizaje de dichos contenidos y por ende lograr que los estudiantes puedan comprenderlos y
mejorar su rendimiento académico.

Bibliografia y referencias

Batanero, C. Godino, J. Green, R. Holmes, P. Vallecillos, A. (s.f.). Errores y dificultades en la
comprension de los conceptos estadisticos elementales.

Recuperado de www.ugr.es/~batanero/pages/ARTICUL OS/erroresestadis.doc

Blazquez, S. y Ortega, T. (2000). El concepto de limite en la educacion secundaria. En El futuro
del calculo infinitesimal. Grupo Editorial Iberoamérica. S.A. de C.V. ISBN: 970-625-
246-0. México.

Blazquez, S., Ortega, T., Gatica, Sy Benegas, J. (2006). Una conceptualizacion de limite para el
aprendizaje inicial de andlisis matematico en la universidad. Recuperado de:
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1665-
24362006000200002

Claros, F. (2010). Limite Finito de un Sucesién: Fendmeno que organiza. Tesis Doctoral.
Recuperado de:
http://digibug.ugr.es/bitstream/handle/10481/5663/18909772.pdf?sequence=1&isAllo

wed=y

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.


http://www.ugr.es/~batanero/pages/ARTICULOS/erroresestadis.doc
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1665-24362006000200002
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1665-24362006000200002

Limites de funciones en una variable y principales dificultades conceptuales de estudiantes en formacion
inicial 9

Garcia, J. (2013). La problematica de la ensefianza y el aprendizaje del calculo para ingenieria.
Recuperado de: http://www.redalyc.org/articulo.oa?i1d=44028564002

La Plata, C. (2014). Errores entorno a la comprension de la definicion de limite finito de una
funcion real de variable real. Tesis de maestria. Pontificia Universidad de Per

Mira, M. (2016). Desarrollo de la comprension del concepto de limite de una funcién.
Caracteristicas de trayectorias hipotéticas de aprendizaje. Tesis doctoral. Universidad de
Alicante.

Neira, G. (2013). Dificultades detectadas al pasar del &lgebra al célculo en educacion
Matematica. Recuperado de:
https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=4817228

Pons, J., Valls, J. y Llinares, S. (2012). Caracteristicas de la tematizacion del esquema de limite

de una funcion. Recuperado de:
https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=5065976

Selden, J., Mason, A. y Selden, A. (1994). Even good calculus students can’t solve non-routine

problems [Incluso los buenos estudiantes de calculo no pueden resolver problemas no
rutinarios]. Recuperado de

https://www.researchgate.net/publication/313667340 Even good calculus student
s_can%?27t solve nonroutine problems

UNED. (2005). Modelo Pedagdgico. Recuperado de

https://www.uned.ac.cr/academica/images/igesca/materiales/24.pdf

Volveras, A. (2015). Propuesta did4ctica para la ensefianza de limites de funciones en el grado
de undécimo de la I.E. El Rosario integrando Geogebra. Trabajo de grado para optar
por el titulo Magister en la Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales. Universidad
Nacional de Colombia.

Vrancken, S, Gregorini, M, Engler, A, Miller, D y Hecklein, M. (s.f.). Dificultades relacionadas
con la ensefianza y el aprendizaje del concepto de limite. Recuperado de
http://www.soarem.org.ar/Documentos/29%?20vrancken.pdf

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.


https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=5065976

