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Resumen

Este taller promueve un trabajo independiente que permitira a los/las docentes
participantes involucrarse en un ciclo de modelamiento desde dos puntos de vista. El
primero, a través de un trabajo con problemas de modelado matematico para que
pongan a prueba sus habilidades, destrezas, conocimientos matematicos, procesos de
comunicacion y argumentacion en los diferentes momentos del ciclo de modelado; y
el segundo, analizar como ese proceso modelacion puede implementarse en el aula.
Se privilegiara un trabajo colaborativo mediante la interaccion grupal con las
diferentes situaciones que le permitan acercarse a los conceptos y procesos desde una
perspectiva contextualizada, que puedan relacionar y valorar desde sus propias
realidades, el rol de la modelacion para describir diferentes fendmenos de la realidad.

Palabras clave: Competencias matematicas, modelizacion, ciclo de modelamiento,
desarrollo profesional profesores.

Introduccion

La modelizacion de situaciones ha sido ampliamente investigada, mostrando que cuando es
incorporada en el aula, permite el desarrollo de capacidades de alto nivel, necesarias para
enfrentar un mundo cada vez mas matematizado (Keitel, 1993; Aravena & Caamaiio, 2007;
Gomez, 2007). Sin embargo, Blomhoj & Carreira (2009) nos sefialan que la modelizacion en la
formacion de profesores tanto de primaria como de secundaria sigue siendo una cuestion
pendiente. Lo anterior es complejo, pues dentro de las competencias matematicas que han
generado consenso a nivel internacional, se destacan como esenciales preparar a los profesores
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en la formulacion de problemas que involucren procesos de modelacion, la utilizacion del
lenguaje matematico, la comunicacidén y argumentacion matematica y la capacidad de analizar y
construir modelos matematicos en diferentes contextos (Niss & Hejgaard, 2011).

Esta tension entre desarrollo de competencias y formacion de profesores es senalada por
Kauertz y sus colaboradores, quienes indican que la relacion entre el desarrollo de las
competencias y la enseflanza es todavia vaga, y las evaluaciones no proporcionan informacion
del proceso de desarrollo de las competencias, sino que sefialan las metas que deberian haberse
logrado, proporcionando informacién que es util para el disefio de politicas publicas en
educacion, pero no para orientar procesos de ensefianza (Kauertz, Newmann, & Hearting, 2012).

Justificacion tedrica del taller

Respecto a la modelizacion, existen autores que la sitian como la base de la actividad
matematica; debido principalmente a que en las tareas de modelizacion de situaciones se da un
especial énfasis al proceso seguido por los estudiantes en dichas tareas, esto es, a procesos
mediante las cuales realiza “la adecuacion a los propios actos de conocimiento y no al contenido
de los propios actos ” (Gémez, 2007, p. 32), dando asi mas importancia a los procesos cognitivos
que a los modelos obtenidos (Aravena, Caamano y Giménez, 2008; Blomhgj, 2004); ello se
puede ver reflejado en el marco tedrico de PISA 2015 (OECD, 2016) en que se describe cada una
de las siete competencias matematicas segun el ciclo de modelizacion.

En este sentido, planteamos que modelar un fendmeno observado o utilizar un modelo para
comprender o resolver alguna situacion, contribuye a una mejor formacion de los alumnos en
cualquier fase de escolaridad, fomenta el desarrollo de habilidades que ayuda a una mejor
comprension de conceptos matematicos para su aplicabilidad y saber integrar la matematica a
otras areas del saber (Biembengut, 2016). Desde el punto de vista del aprendizaje, si el modelaje
se torna parte del centro de la actividad matematica escolar, el estudiante en situaciones de su
interés, aumentara su comprension en el uso de datos, estimulara el uso de su capacidad
matematica, desarrollara la comprension de formulas algebraicas y la habilidad argumentativa,
criticando y defendiendo los modelos creados al contrastar sus resultados con los de situaciones
de la vida real (Saeki, Ujiie & Kuroki, 2007, citado en Biembengut, 2016: 102). En los primeros
afios de ensefanza primaria, la modelizacion se asocia a cuando los nifios generan y desarrollan
sus ideas y procesos matematicos propios, para formar sistemas de relaciones que son
generalizables y reutilizables (English, 2006).

Seglin Maal} (2006) para modelizar un problema real hay que moverse entre la realidad y la
matematica. El proceso de modelacién comienza en el mundo real; simplificando, estructurando
e idealizando este problema se obtiene un modelo real. La matematizacion del modelo real
conduce a un modelo matematico. Trabajando dentro de las matematicas se obtiene una solucién
matematica; la cual tiene que ser primero interpretada para obtener una solucion interpretada y
luego validada. Si la solucién o el proceso elegido no resulta ser adecuado a la realidad, los pasos
o0 quizas incluso la totalidad del proceso de modelizacion necesita ser revisado. En la figura 1 se
ilustra la propuesta de Maal} (2006) que se inicia con la simplificacion del problema real, en
donde la situacion real puede manipularse de manera de obtener un modelo real, haciendo
supuestos de diversas hipdtesis, fragmentando el problema o bien se suponen despreciables
ciertas variables. Utilizacion de sistemas de representacion, esquemas, dibujos, reconocimiento
de las variables que intervienen, identificacion de las condiciones iniciales. Se busca alguna
similitud con algo conocido del mundo matematico, lo cual es muy importante para poder
enfrentar el proceso de matematizacion. (Goémez, 2007; Aravena, 2016). Esto nos permite
obtener un modelo matematico inicial, que la autora denomina modelo real.
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Matematizar Modelo
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de la solucién Interpretar matemdtica
REALIDAD MATEMATICAS

Figura 1. Procesos de modelacion matematica (MaaB3, 2006)

La entrada al mundo matematico se denomina Matematizacion. Este se genera mediante la
traduccion donde se sustituyen las palabras por simbolos y expresiones matematicas (ecuacion,
funciones, etc.). Aqui se consigue una formulacion matematica del problema y de manera natural
se obtienen un problema en términos matematicos. Esto es, el significado de matematizacion es
la descripcion de relaciones matematicas que interpretan el proceso. En el proceso de
matematizacion se aplican los métodos matematicos tales como propiedades, algoritmos que
resuelven el problema en términos matematico, hasta obtener una solucion matematica del
problema (Gémez, 2007; Niss, 2013), lo que se denomina la formulacion del modelo.

La interpretacion de la solucion es la salida del mundo matematico, lo que se requiere es
analizar si el modelo formulado es el adecuado, es saber si da respuesta al problema real. Si es un
buen ajuste para los datos del problema, ver margenes de errores, reestudiar los resultados
numéricos obtenidos en términos del problema propuesto. Interpretar es saber si hay diversas
soluciones, cual es la mas adecuada al problema (Aravena, 2016).

Luego se entra a la etapa de validacion, donde se requiere evaluar el modelo con nuevos
datos del domino o proyectar nuevos datos, esto es, justificar la validez del modelo, si satisface
las condiciones iniciales.

Finalmente se estudia el analisis y proyeccion del modelo, lo que no est4 descrito
explicitamente en el esquema de Maal3 (2006), pero que requiere ser analizado en todo proceso
de modelacion matematica (Gomez, 2007; Aravena, 2016). Aqui se analiza las fortalezas y
limitaciones del modelo, esto es, el modelo presenta limitaciones que estan relacionadas con las
decisiones iniciales, cuando se fragmento6 o con las condiciones iniciales del objeto real como
deformaciones por el medio ambiente, etc. Hay que tener presente, que el modelo es adecuado, si
las condiciones se mantienen, pues si cambian las condiciones, como por ejemplo en el problema
de la temperatura, el modelo no sirve. O que no es posible generalizar para otras situaciones.

Las fortalezas estan relacionadas con la posibilidad de generalizar el modelo para
situaciones similares. Por ello, la generalizacion es un paso importante en todo proceso de
modelacién, pues lo que se busca es tratar de modelar una situacion real para poder luego buscar
una generalizacidon que permita contar con una expresion algebraica o analitica (cuando se habla
de analitica es de todo el proceso) que nos lleve a su utilizacion en situaciones similares
(Aravena, 2016). Asi nos evitamos que para cada situaciéon muy similar tengamos que iniciar
todo el proceso de modelamiento, lo cual no seria eficiente. Asi la generalizacion permite contar
con un modelo que nos sirve para diversas situaciones muy similares unas de otras.
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Propuesta del Taller

Situacion para modelar: “Cuidemos el Medio Ambiente” (Aravena y Caamafio, 2007).
En 1896 el cientifico sueco Svante Arrhenius fue el primero en predecir el efecto invernadero
como resultado de las emisiones de didxido de carbono en el aire por parte de los paises
industrializados. La quema de combustibles fosiles contintia produciendo 5,4 mil millones de
toneladas de carbono al afo, las cuales son absorbidas por la atmoésfera y por los océanos. En
1990 el Grupo Internacional sobre el Cambio de Clima (GICC) pronostico que, de continuar la
tendencia actual, aumentara la temperatura promedio global de la Tierra. La tabla 1 muestra los
datos del aumento de la temperatura global pronosticada en grados Celsius.

Tabla 1

Aumento de la temperatura global pronosticada en grados Celsius

Afo Temperatura
1980 0.0
2000 0.42
2020 0.84
2040 1.26
2060 1.68
2080 2.10

A partir de la informacion, responda las siguientes preguntas: (1) Determina un modelo de
manera que concuerde con los datos y representa graficamente; (2) Tomando tu expresion
general (o modelo) explica el significado de los coeficientes de la funcion; (3) Predice la
temperatura estimada para los afios: 2030 y 2085

Analisis del Taller

El analisis comienza con la parte de simplificacion del problema real, el cual se muestra en
la figura 2.

Datos: Afios; Aumento de temperatura en Condiciones iniciales:
grados Celsius
Utiliza sistemas de representacion: Tabla de Despreciar la temperatura
datos y graficos t Afios Temperatura || antes de 1980. Considerar el
250 en °C afio 1980 como el afio t= 0.
28 2' 00 0 1980 0.0 Incremento de la temperatura
g’ 20 | 2000 0.42 constante (0.42° C) cada 20
g0 40| 2020 0.84 afios.
5 L0 60 | 2040 1.26
= 0,50 80 | 2060 1.68
~ 0,00 100 | 2080 2.10
0 20 40 60 80 100

Figura 2. Simplificacion del problema real

Posteriormente, empieza la Matematizacion en donde se identifican las relaciones
matematicas. En la situacion de este taller, el modelo matematico inicial se relaciona con la
funcion lineal o afin y por tanto se produce un cambio de representacion, pasando del algebraico
al geométrico o del geométrico al algebraico, lo anterior se puede observar en la figura 3
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(A) Modelo Matematica (B) Proceso de Matematizaciéon
Inicial
El incremento de la T° es directamente proporcional con
Relaciona la situacién con la | el incremento de los afios

funcién afin f(x) =mx + b

También se puede

y la ecuacién corresponde a: Incremento | Afios | Temperatura | Incremento en
y=mx+b en aiios (1) en °C (T) °C (d) fcngcfma?
- 0 0.0 -
y
Utiliza cambios de 20 20 0.42 0.42-0=0.42 ; =k
representacion, del 28 40 (1).84 (1).84-8.42— 0,32
algebraico al geométrico o g 5 gg 122 l%g-l g 6_ 8 43 sabiendo que
viceversa. 20 100 1210 2.10-1.68= 0.42 x#0y#0
Identifican las ecuaciones o . . Entonces ¢l modelo
relaciones de acuerdo con el Se calcula la pendiente de la recta: matemAtico es
y,—y, 210-042 1.68
contexto del problema. m= = =——=10.021 T(t) =0.021-t

x,—x,  100—20 80

Utilizacién de propiedades, » .
algoritmos y aplicabilidad de | Como la ecuacién de la recta tiene la forma

teoremas y = 0.021x

Figura 3. Matematizacion

A partir de lo anterior se establece la FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO FINAL
(en términos numéricos). Como la grafica de la recta pasa por el origen (0,0) se tiene que b = 0, asi la
ecuacion de la recta es T(t) = 0.021 - t. Posteriormente, ver figura 4, se inicia la VALIDACION, en la
cual se dan las etapas: Verificacion y validacion con datos numéricos; Generalizacion del modelo.

Verificacién y validacién Generalizacién del modelo. Matematizando:
con datos numéricos Sereemplaza d =y, —y, 5t =x, — x,
. .. . Sea la variable dependiente } que
Verificacion Se consideran d
dos puntos de la grifica. se corresponde con el aumento dela T(A)=—-A
temperatura °C (T). Y la variable s - (tS
_ . . Validacidn v verificacion
P1=(20, 042) independiente X que se Validacién del modelo general
P>= (100, 2.10) corresponde con los afios (t). d=0.42
. B Entonces tenemos que el aumento t= 20 entonces,
Se tomara el punto t= 60. de T en funci6n del afio queda de la d 042
L siguiente forma t 20 0.021
yu:g()%u. 60 T(A) = m _][;(t) —mt Como el mocgzlo tiene la forma
y =1.26 Yo — V4 T(A)=7"A  T(4)=00214
’ T(A) = A . .
Xy — Xy Verificaciéon
Luego, Se consideraré un tiempo de 60 afios (A),
d=y,— w0 luego de 1980.
t=X, — X, Entonces,
T(A)=0021-60 T(A)=1.26

Figura 4. Verificacion y validacion con datos numéricos. Generalizacion del modelo.

Luego, en la figura 5 se mostrara un analisis y proyeccion de las limitaciones y fortalezas del
modelo
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Fortalezas:

de anos.

El modelo puede

ser utilizado para
diferentes intervalos de tiempo, y diferentes
incrementos de temperatura.

Por ejemplo: el aumento de la temperatura
en el nicleo del sol en los tltimos millones

Limitaciones del modelo

No es aplicable para calcular
temperaturas antes del afio 1980.
No es aplicable si el aumento de
la temperatura no es constante.

Comunicacién matematica.
Dar respuesta al problema real.
El modelo generalizado sirve
para encontrar la temperatura en
anos posteriores a 1980.

Figura 5. Verificacion y Validacion con datos numéricos. Generalizacion del modelo

Habiendo finalizado el proceso, es importante analizar las posibles dificultades y mencionar
algunas soluciones (ver tabla 2) cunado se esta desarrollando esta actividad matematica con los

estudiantes.
Tabla 2

Posibles dificultades y soluciones al implementar el problema en el aula

Posibles dificultades y obstaculos

Posibles Soluciones

No relacionan los datos de la tabla con una

proporcioén directa.

directa es de la forma k = .

Hay que recordar que la constante de una proporcion

¥

No reconocer la ecuacion de la recta.

Ubicar los valores de la tabla como puntos en el plano

cartesiano, y unirlos mediante una recta.

No saber escribir la forma general de la

ecuacion de la recta.

recta.

Apoyar en recordar forma general de la ecuacion de la

No saber encontrar la pendiente en una

ecuacion de la recta.

Relacionar la pendiente de la recta con la constante de
proporcionalidad (k).

No relacionar el coeficiente de posicion con
el punto que pasa por el origen.

Los alumnos discutan en grupos cual es la diferencia
de una funcién afin y una funcion lineal.

Por ultimo, mostramos un plan de clases, con lineamientos generales para la gestion del
modelamiento de la situacion presentada en el aula (ver tabla 3)

Tabla 3
Lineamientos para una implementacion en el aula
Tiempo Rol del estudiante Rol del profesor
Comprender 15 e Leer el problema y organizar los datos e Introducir el problema a la clase.
el problema Minutos e Utiliza informacion para e Observar, guiar y atender a los
complementar tabla que presenta la grupos de trabajo para aclarar
situacion. dudas sin entregar soluciones.
e Reconocer y nombrar las variables
involucradas.
Desarrollar 40 e Graficar la informacion de la tabla. e Responder consultas de los
una Minutos e Relacionar la grafica con la ecuacion estudiantes.
so}uc;c’m por de la recta. e Acercar a los estudiantes a utilizar
S1 MISMOS. e Describir el modelo inicial. los conceptos de: pendiente,
e Matematizar y completar un modelo de ~ constante de proporcionalidad y
acuerdo con el problema. coeficiente de posicion.
e Modelo final.
Discusion 20 e Analizan el o los modelos propuestos. e Observar y orientar el trabajo de
grupal del ~ Minutos e Se discute el modelo final que da los estudiantes complementando
respuesta al problema.
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ciclo de e Validacion y verificaciéon del modelo los conceptos con lenguaje
modelacion. final. matematico y notacion.
o Atener sus dudas y fomentar sus
ideas sin entregar soluciones.

Conclusion 20 e Presentan soluciones y extrapolan los e Escuchar y criticar
Minutos resultados obtenidos al problema y su constructivamente las ideas, dudas

contexto. y comentarios de los estudiantes.

e Generan conclusiones y o Complementar las respuestas de
generalizaciones a partir del problema. los estudiantes, fomentar las

e Proyectan posibles generalizaciones y diferentes lineas de pensamiento y
ap]icaciones, valorar los distintos modelos

e Argumentan matematicamente sus propuestos.

procesos y resultados

Reflexiones finales del taller

Este taller hace que los profesores participantes vivan una tarea de modelizacion con una
interpretacion renovada de lo que es el “aprendizaje significativo” en una perspectiva de cambio
constante. La ensefianza de un objeto matematico debe ser contextual, debe contemplar su aspecto
informativo, de elementos de otras ciencias, su aspecto formativo, centrado en el desarrollo del
pensamiento, el fomento del espiritu critico y la préactica del razonamiento l6gico, todo ello basado en la
resolucion de problemas (Aravena, Caamafio & Giménez, 2008). Esto se complementa con la necesidad
de crear contextos adecuados para ensefiar a matematizar, como forma de dar significatividad al proceso
de hacer matematica. En efecto, existe consenso en que el aprendizaje y la ensefianza, deben partir de
contextos que revistan interés y que tengan pertinencia en el mundo real. Sin embargo, usualmente los
contextos se utilizan después de haber ensefiando a los alumnos las matematicas formales. Otro aspecto
que esperamos que los profesores vivan con este taller, es una experiencia de aprendizaje cooperativo,
que se reconoce como un medio potente para abordar problemas matematicos, flexible de hacer fluir los
mecanismos individuales de construccion del conocimiento matematico de los estudiantes, ademas es un
buen productor o reproductor de argumentos matematicos, permitiendo generar mecanismos de
integracion del conocimiento, evitando la descontextualizacion y posibilitando la vinculacion con otras
areas, en que se reconoce, ademas, que todo conocimiento se construye en estrecha relacion con los
contextos en los que se usa, y que, no es posible separar los aspectos cognitivos, emocionales y sociales
presentes en el contexto en que se actlia.
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