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Resumo

Neste artigo se discute, num experimento de ensino, como futuros professores
consolidam conceitos trigonométricos em uma experimentacdo de tarefas desenhadas
em um ambiente virtual. Desenvolveu-se em um Curso de Licenciatura, Matematica
da Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul, Brasil. O aporte tedrico desse
recorte da pesquisa maior veio dos estudos sobre abstracdo reflexiva de Piaget como
indicada por Simon e Tzur. A metodologia da pesquisa foi qualitativa com
caracteristicas do Design-Based Research, Cobb et al, e a analise foi interpretativa. Foi
desenvolvida uma trajetoria hipotética de aprendizagem, segundo Simon et al, nela
utilizamos uma abordagem exploratoria-investigativa de ensino. Os sujeitos foram trés
licenciandos e os resultados indicaram que, apesar de pouca experiéncia com o
Software, houve um processo de abstracdo dos conceitos ao relacionarem o aspecto
operacional com o estrutural, o qual o académico s6 atingiria se conseguisse
interiorizar de modo a captar as relagdes trigonométricas como um todo.

Palavras chave: Educacdo Matematica; Trigonometria; Tecnologia; Formacao
pedagdgica.

Introducgéo: O estudo da Trigonometria

As origens da trigonometria sdo um tanto obscuras. Ha alguns problemas no papiro de Rhind

que envolvem a co-tangente de um angulo diedro da base de uma piramide, na tabula cuneiforme
dos antigos babilénica Plimpton 322 que continha uma notavel tabua de secantes, também ¢é
possivel que as investigaces modernas sobre a matematica da Mesopotamia antiga venham a
revelar um desenvolvimento apreciavel da trigonometria pratica, sem falar nos Indus que
consideravam a trigonometria como uma ferramenta para sua astronomia.
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A trigonometria na antiguidade sempre foi ligada as partes da geometria e da algebra, com
0s quais se relacionam, entretanto hoje é tratada como um topico matematico independente nas
propostas curriculares (conteudo programatico de matematica) do ensino fundamental ou médio.
Euclides Roxo considerava que muitas questdes da Geometria se resolvem rapidamente gracas as
nocOes béasicas de trigonometria, e ele se valeu das pressuposicdes teoricas de educadores
matematicos tais como Gutton, ao afirmar que os topicos matematicos abordados nos livros
didaticos utilizados no ensino secundario apresentavam separacdes estanques entre 0s varios ramos
da matematica, tornando-os fragmentados (LOBO DA COSTA, 2004).

Sendo assim, ao longo dos anos, houve uma evolucdo no sentido da simplificacdo da
linguagem até, chegarmos a escrita atual, mas nem por isso a geometria através do desenho perdeu
sua importancia como meio de comunicacdo e de expressdo, e foi sendo sempre utilizado
paralelamente a escrita.

De modo a garantir ao discente uma formacdo que o torne protagonista na construcdo do
conhecimento, é fundamental que se aplique na formacéo inicial uma metodologia para o ensino
de funcBes trigonométricas que inclua a Geometria Dindmica. A metodologia proposta para o
ensino é uma alternativa a tradicional, e se propfe a resgatar a importancia da geometria como
fonte de conhecimento, inspiracéo e criacéo.

Propusemos uma alternativa para o ensino e aprendizagem da trigonometria usando o
software de Geometria Dinamica GeoGebra! na procura de sanar as dificuldades encontradas pelos
académicos quanto a compreensdo das defini¢des relacionadas a trigonometria, Com o uso do
software GeoGebra proporcionamos ao académico ferramentas e estratégias para a exploracéo,
relacdo, andlise e demonstracdo de forma que construissem com solidez os conceitos e
identificassem as propriedades trigonométricas.

A pesquisa que subsidia este artigo foi desenvolvida em um curso de Licenciatura em
Matematica e teve por objetivo elaborar uma Trajetoria Hipotética de Aprendizagem (THA) para
0 ensino das funcdes seno e cosseno.

Assim, propusemos trabalhar o conteddo de trigonometria no ciclo trigonométrico e
introduzir as funcbes trigonométricas. A THA foi desenvolvida com académicos do Curso de
Licenciatura em Matematica da UFMS.

Marco Teoérico da Investigacao

O marco tedrico da investigacdo contemplou a caracterizacdo do mecanismo cognitivo que
se centra na relacdo atividade-efeitos em uma Trajetdria Hipotética de Aprendizagem - THA (do
inglés, Hypothetical Learning Trajectory-HLT), segundo Simon, Tzur, Heinz & Kinzel (2004),
com uma taxonomia sobre 0s processos de generalizacdo que parte da ideia de abstracao reflexiva
de Piaget (1977). Assim podemos analisar a relagdo entre a aprendizagem conceitual e as tarefas
matematicas, com esta elaboragdo da THA, o mecanismo oferece uma estrutura para pensar sobre
como a tarefa matematica pode promover o processo de aprendizagem do licenciando
(FIGUEIREDO et al, 2015).

A perspectiva tedrica procede a uma particularizacdo da ideia de abstracdo reflexiva
elaborada a partir das ideias de Piaget (1977) sobre abstracéo reflexiva, utilizada por Simon e Tzur

! Para mais informagcdes ver: https://www.geogebra.org
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(2004). Estes autores apontam que as a¢Oes dos estudantes produzem diferentes efeitos que podem
ser considerados por ele no desenvolvimento de seus processos de abstracéo.

O enfoque proposto por Simon (1995) e por Simon e Tzur, (2004), para desenvolvimento
profissional docente prop6e um modelo de anélise da pratica do professor que permite, com
posterioridade, incorporar resultados aos programas de formacdo de professores. Os autores
explicam que enquanto os alunos se concentram em suas atividades com vistas a atingir sua meta,
eles criam registros mentais, de modo que a atividade de experiéncia é gravada mentalmente e se
desenvolve uma interagdo da atividade que €é ligada ao seu efeito.

Este mecanismo baseia-se na descri¢do de Piaget (1977) sobre dois aspectos: o da reflexdo
e da abstracdo. O primeiro aspecto € uma projecao, no qual as agdes em um nivel tornam-se objetos
(entrada) para as acbes do proximo nivel. O segundo aspecto € uma subjetividade
conceptualizagdo, no qual uma reorganizacao entre agdes ocorre. O autor faz uma distingdo entre
os dois tipos de reflexao realizados pelos estudantes em seus registros da experiéncia.

Tzur e Simon (2004) partindo da nocdo de abstragéo reflexiva de Piaget, assumem que oS
processos mentais dos estudantes sdo elementos constituintes da compreensdo de um objeto que
por sua vez envolve duas fases: a fase participativa, na qual o estudante desenvolve diferentes
atividades guiadas por um objetivo, qual seja, o de resolver uma tarefa matematica; a fase
antecipatdria, em que antes de uma determinada tarefa cuja resolucdo envolve o uso de um conceito
matematico pelo aluno ele deve considerar pertinente o uso do conceito matematico na resolucao
dessa tarefa. Neste caso, o aluno pode usar o conceito de forma adequada, independentemente do
contexto ou da tarefa.

O trabalho docente ao desenhar uma Trajetéria Hipotética de Aprendizagem

O trabalho docente é uma atividade profissional que requer a mobilizacdo de diferentes
dominios do conhecimento em situagdes nas quais o professor deve tomar decisdes, colocando seu
"conhecimento em uso". Essa é competéncia docente de planejar situacGes de ensino e
aprendizagem de matematica nas quais o professor mobiliza seus conhecimentos e faz uso do que
conhece de matematica, de ensino e de tecnologia. Sdo diferentes contextos e areas nas quais o
professor deve utilizar informacdes para as mais diversas tomadas de deciséo.

O professor, a partir de sua intencionalidade pedagodgica produz um “caminho” para a
aprendizagem do aluno. Temos entdo um desenho e a planificacdo de instrugcdes aos discentes,
com definicdes dos objetivos da aprendizagem, os quais definem as metas a serem alcancadas; o
desenho das tarefas propostas aos estudantes/professores; e a caracterizacdo de uma trajetdria
hipotética de aprendizagem (THA) contendo a previsdo de como o pensamento e a compreensao
dos estudantes/professores poderdo evoluir, quando resolvem as tarefas matematicas propostas.

Em nossa pesquisa destacamos a experimentacdo das tarefas desenhadas em um ambiente
virtual, nesta se analisa a experiéncia a partir dos referenciais teoricos subjacentes a trajetoria
hipotética de aprendizagem dos estudantes/professores, e se trata de investigar se a atividades
desenvolvidas pelos estudantes/professores correspondem ou ndo com o que foi planejado nas
definigdes dos objetivos da aprendizagem e, e neste caso, em que medida 0s materiais e 0 entorno
desenhado apoiam a aprendizagem projetada.

O Desenho do experimento

A investigacdo desenvolveu-se em um processo de formacéo inicial no qual se aplicou um
experimento de ensino sobre funcfes trigonométricas usando o Software GeoGebra em uma

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.



relacdo entre a atividade efeito com o uso de lapis e papel em um entorno tecnoldgico, cujo objetivo
foi compreender a caracterizar o conceito de funcgbes trigonométricas. A metodologia foi a
qualitativa de cunho interpretativa com caracteristicas do Design-Based Research segundo Cobb
et al (2003). Criamos atividades relacionadas ao conteudo de fung¢Ges trigonométricas objetivando
levar o académico a identificar as razfes trigonométricas, no ciclo trigopnométrico, o conceito de
periodicidade, amplitude, dominio, conjunto Imagem em fungdes trigonométrica possibilitando ao
académico uma ideia do que se trata esta abordagem no ensino de funcdes trigonométricas, ou
seja, como organizar o raciocinio e de forma a construirem argumentacgdes légicas. Esperdvamos
que o académico apresentasse alguma dificuldade relacionada a maneira de organizarem o
raciocinio e construirem argumentac@es logicas, tambeém na operacionaliza¢do do software, uma
vez que seria o primeiro contato com o software GeoGebra.

As atividades foram direcionadas a trés académicos do segundo ano do curso de Licenciatura
em Matematica na disciplina de Fundamentos de Matematica |. Abordamos contetudo da
trigonometria no triangulo retangulo numa perspectiva investigativa para o estudo de seno, cosseno
e tangente, na qual iniciou-se a construcdo do conhecimento por tridngulos retangulos, passando
para o ciclo trigonométrico e por fim a utilizacdo de graficos das funcdes correspondentes. Para
esta atividade disponibilizamos trés encontros de duas horas/aula cada, nas dependéncias da
Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul - Brasil, no laboratério de informatica.

Primeiramente foi feita uma revisdo da teoria no que se refere ao conceito das relacbes
trigonométricas para o triangulo retangulo, e em seguida generalizando este conceito para o ciclo
trigonométrico, partindo do pressuposto que os académicos ja estudaram este conteudo quando
cursou a disciplina regularmente. Na sequéncia foi apresentado o software GeoGebra ao
académico, informando que se trata de um software matematico que reline geometria, algebra,
calculo e estatistica em trés janelas diferentes: Gréfica, algébrica e numérica. Esperamos respostas
a algumas questBes e/ou solucBes que o académico construa, tais como: Como vocé explicar, 0s
conceitos de angulo e de arco trigonométrico; Qual(is) estratégia(s) pode (m) ser utilizada (s) por
um professor a fim de proporcionar a alunos a construcao do significado de periodicidade; Como
o0 aluno entende o significado da tangente de X, se ele percebe o x como argumento da tangente, e
ndo como um produto de duas variaveis.

Nesta atividade esperamos que o0 académico possa também relacionar dois aspectos de um
anico conceito: o aspecto operacional, em que 0 conceito € visto como processo, e 0 aspecto
estrutural, no qual o conceito é visto como objeto.

Roteiro para construcdo de graficos

O académico recebeu um applet? (figura 1), em um arquivo do computador, construido
previamente no qual o0 mesmo passou a fazer sua investigacdo, uma vez que a construcdo da figura
requer um dominio maior do Software. Nesta atividade coube ao aluno observar e analisar a
variagdo do seno, cosseno e tangente no clico trigonométrico, movimentando o ponto P, e
visualizandoas fungdes no grafico. Ao mesmo tempo em que observava o ciclo, o académico tinha
a opcao de selecionar apenas uma ou mais opgdes, ou até mesmo todas ao mesmo tempo.

Nesta atividade o académico p6de selecionar a opcdo que desejava, ndo fornecemos um
roteiro, deixamos que ele criasse as suas funcdes e investigasse 0 que acontecia com a sua imagem
no software. Nossa intervencao foi no sentido de propormos algumas questdes com relagédo ao arco

2 E um software aplicativo que é executado no contexto de outro programa.
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construido pelo ponto P, medida do raio da circunferéncia, o comprimento da circunferéncia, o
comportamento da funcéo seno, funcdo cosseno e fungdo tangente observando nos respectivos
quadrantes suas variagdes, sempre no intuito de o académico compreender as relacbes e
propriedades da trigonometria. Por meio da exploracdo do software de geometria dindmica o
recurso de arrastar, permite a visualizacdo das propriedades das figuras construidas. Assim

observamos e argumentamos junto ao académico sobre como explicar, os conceitos de angulo e
de arco trigonométrico.

% 5_Aplicativo das Funes Trigonomtricas.ggh

Arquive Editar Exibir Disposicies Opces Ferramentas Janela Ajuda

J] o) [5)[EAIN

Lfic- My —— o~

.

L
7

A
L]

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

AEIC

'.\_h
«
s

A " 2w 3nhr 0w Trhyrd a3 Taller 2
05 643 2 34% 643 2 3416
-1
¥ SenoCiclo ¥ CossenoCiclo [V TangentCiclo
[¥ SenoGrafico ¥ CossenoGrafic ¥ TangenteGrafico

Figura 1 —Applet do Ciclo trigonométrico no GeoGebra

Apds os estudantes empreenderem varias investigacdes foi entdo solicitado a eles que
comentassem a atividade. Foi registrada a seguinte fala de um dos trés académicos: “com o
Software, somos convidados a investigar diversas situacdes, podendo ter no nosso computador o
registro de todas as situagdes criadas”.

Posteriormente disponibilizamos mais dois applet, de modo que ao manipular podiam
observara construcdo grafica da funcdo seno e cosseno. Nesta atividade propusemos 5 (cinco)
tarefas, disponibilizamos com o Software o eixo cartesiano e as opc¢des f(x)=a.sinx (x),
g(X)=b. sin x, p(x)= sin(m. x) e q(x)= sin x + n. O académico digitava o valor para cada variavel
a, b, m e n, pertencente ao conjunto dos nimeros inteiros e analisava as varia¢fes no grafico da
fungéo.
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Figura 2: Applet da fungéo seno e funcéo cosseno no GeoGebra

v' Tarefal:y=sinx; y=sinx + 1; y=sinx + 2.

O que vocé observa ao comparar os graficos na tarefa 1?
v’ Tarefa2: y=sinx;y=sinx — 1; y=sinx — 2.

O que vocé observa ao comparar os graficos na tarefa 2?
v' Tarefa 3: y= sin 2x; y= sin 3x; y= sin g; y=sin z.

O que vocé observa ao comparar os graficos da tarefa 3?
v' Tarefa4: y=2 sinx; y= 3 sinx; y= 4 sin x).

O que voceé observa ao comparar os graficos da tarefa 4?
v' Tarefa5: y = sin (g - x); y = COSX.

O que voceé observa ao comparar os graficos da tarefa 5?
v' Tarefa 6: y= sin (x - g) y= - ¢0s (X).

O que vocé observa ao comparar os graficos da tarefa 6?

O académico observou a variacdo no eixo cartesiano na atividade da tarefa 1 e 2,
relacionando com o periodo da funcéo, e na tarefa 3 e 4 a diferenca entre multiplicar a funcéo seno
Ou cosseno por uma constante e a multiplicagdo da constante com o arco correspondente.

Nesta atividade registramos a seguinte fala deum dos académicos: “agora sim pude perceber
qual é variavel o pardmetro que determina a varia¢do do grafico no eixo do x e do eixo do y,
quando o grafico encurta ou fica mais comprido”.
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Figura 4: Applet da funcgdo tangente no GeoGebra
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Neste ultimo Applet, direcionamos nossa intervencdo no sentido de responder a questdo de
como o académico entende o significado da tangente de X, se ele percebe 0o x como argumento da
tangente, e ndo como um produto de duas variaveis, sem esquecer nosso objetivo principal,
observando os graficos em relacdo a tangente.

Em nossas intervengdes buscamos relacionar com esta ferramenta, sempre a discussao em
relacdo ao conceito e definicdo dos contetdos abordados, envolvendo a observacéo e reflexdo que
visam a atuacdo em situacdes contextualizadas, através de uma metodologia de formacéo
investigativa, e com isto a possibilidade de o académico colocar em pratica seus conhecimentos
na oportunidade de contato com o objeto em construcao.

Na THA as tarefas matematicas, Simon e Tzur (2004) identificaram tipos de tarefas que se
pode propor aos alunos para que desenvolvam suas capacidades. Chamam de tarefas iniciais as
que podem ser realizadas por estudantes que usam seu conhecimento prévio, ja as tarefas que
permitem que os alunos reflitam sobre ela propria relacionando-a para gerar abstracdo de
regularidades na relacéo atividade-efeito, sdo denominadas de tarefas de reflexdo e caracterizam
ainda as tarefas de antecipacgdo realizadas durante uma HLT as quais, para realizacdo necessitam
que o aluno tenha produzido uma abstracéo de regularidade na relacdo atividade-efeito.

Concluimos que as tarefas foram significativas para o ensino de func¢Bes seno, cosseno e
tangente aliado a atividade de ensino com o Software GeoGebra, pois consideramos a aplicacéo
do conceito a partir dos conhecimentos prévios dos alunos. Sabemos que a trigonometria pode ser
abordada sob diferentes registros, de maneira a evitar aplicagdes que envolvam somente algoritmos
e procedimentos, sobretudo algumas conexdes entre a trigonometria e outras partes da matematica
ou, talvez, entre esta e as outras disciplinas como € proposta no Projeto Politico Pedagogico do
curso.
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Os resultados permitem afirmar que a metodologia adotada auxiliou os alunos a ampliarem
0 conhecimento de tais conceitos, resultados também constatados em nossa intervencdo com o
académico. No desenvolvimento do trabalho adotamos uma série de atividades investigativas para
analisar as potencialidades e limitagfes do Software no ensino e aprendizagem da trigonometria,
e assim, constatamos por meio desta sondagem, que foi possivel diagnosticar que o software se
mostrou muito eficaz, auxiliando os alunos a relacionarem os conceitos ja vistos quando cursaram
a disciplina regularmente.

Em nossa intervencdo observamos e registramos algumas falas dos académicos, mostrando
a importancia de se discutir a relagéo teoria e pratica com um software matematico, possibilitando
ao académico a visualizagdo e a interacdo, ndo ficando somente na fala do professor e na
demonstragédo dos conceitos em lapis e papel. Consideramos gque o0 académico em virtude do pouco
contato com o software, ndo realizou o processo de abstracdo da matemaética ao relacionar o
aspecto operacional e estrutural, no caso ele s atingiria se conseguisse interiorizar de modo a
captar como um todo o conceito matematico da questdo. Observamos ainda, que além da
dificuldade de operacionalizar o Software, os académicos apresentaram alguns erros conceituais
no que tange a maneira de organizarem o raciocinio e construirem argumentacdes l6gicas do
contetdo.

Nesta intervencdo concluimos que a geometria dindmica auxiliou nas atividades
investigativas, de modo que os académicos interagiram com o software. percebemos que a
melhoria da préatica depende do envolvimento do docente na busca de novas metodologias. Sendo
assim, as analises nos levaram a concluir que as atividades auxiliaram os académicos a construirem
novos procedimentos e estratégias de ensino que contribuirdo de forma positiva atingindo o
objetivo da aprendizagem e investigacdo no ensino de funcdo trigonométrica.
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