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Resumen

El interés de esta investigacion esta en el concepto de ortogonalidad, el cual hace
parte de los cursos de algebra lineal del primer afio universitario en los programas de
ingenierias y ciencias exactas. Este ha sido poco estudiado desde la ensefianza y el
aprendizaje del algebra lineal. Se presentan algunos trabajos previamente
desarrollados que involucran el estudio del concepto y se toma como fundamento
tedrico la teoria APOE, la cual permitira estudiar con profundidad la ortogonalidad
desde lo cognitivo con el fin de identificar las construcciones previas que un
estudiante debe poseer para comprension del objeto matematico deseado y, de esta
manera, contribuir a la didactica del algebra lineal. Finalmente, se describen algunas
conclusiones, reflexiones y alcances de la investigacion en curso.

Palabras clave: Teoria APOE, Ortogonalidad, didactica del algebra, pensamiento
matematico avanzado.

Introduccion

El &lgebra lineal es una de las principales asignaturas del ciclo basico universitario de los
programas de ingenieria y ciencias exactas. Recientemente, investigar acerca de la ensefianza y
el aprendizaje del algebra lineal ha adquirido un mayor interés y, en la actualidad, se encuentra
una gran variedad de trabajos que muestran su importancia, dificultades asociadas a su ensefianza
y aprendizaje y, estudios para la comprension de conceptos especificos. A continuacion, se
mencionan algunos de los trabajos desarrollados tanto en la didactica del algebra como aquellos
relacionados al objeto de interés en la presente investigacion.
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Aspectos generales

El algebra lineal es considerada como una asignatura de gran dificultad, Dorier, Robert,
Robinet y Rogalski (2000) mencionan que los estudiantes se sienten en otro planeta en el cual no
pueden encontrar su rumbo. Un estudio realizado en 1987 por Robert y Robinet propuso un
cuestionario con el fin de identificar los conocimientos e ideas de los estudiantes en torno al
algebra lineal, donde dos de las preguntas pedian a los alumnos realizar una descripcion del
curso y sus dificultades. En ellas se encontré que la dificultad en la comprension de un objeto
particular (Espacio vectorial), la multitud de teoremas, propiedades y definiciones, el
requerimiento de pruebas, rigor, precision, ldgica y cuantificadores y, la ausencia de conexiones
entre los conocimientos previos y los nuevos son los principales obstaculos en la comprension
del algebra lineal, denominado obstaculo del formalismo.

Harel (2000) sefiala tres principios para el aprendizaje y la ensefianza del algebra lineal: el
principio de lo concreto, el principio de la necesidad y el principio de la generalizacién. El
primer principio tiene que ver con la comprension por parte de los estudiantes de los conceptos
matematicos partiendo de contextos concretos para ellos. El principio de la necesidad hace
referencia a que el conocimiento se desarrolla a partir de necesidades, intelectualmente hablando;
es decir, un estudiante aprenderéd un concepto matematico cuando sienta la necesidad de usarlo
como una solucion a una situacion problema de su contexto. Finalmente, el principio de
generalizacion tiene como objetivo permitir y fomentar en los estudiantes la generalizacion de
los conceptos a partir de otros conceptos aprendidos en un modelo especifico.

Posteriormente, Dorier y Sierpinska (2001) hicieron una compilacién de investigaciones
alrededor del algebra lineal. Alli, se identifican dos tipos de dificultades: (i) dificultades
conceptuales, las cuales corresponden a las dificultes asociadas a la naturaleza del algebra lineal
en si misma, lo denominado por Hillel como “the nature of the beast”; y, (ii) dificultades
cognitivas, las cuales hacen referencia al tipo de pensamiento que se necesita para la
comprension del algebra lineal.

Para ampliar un poco mas sobre los trabajos realizados en torno al aprendizaje y la
ensefianza del algebra lineal y las dificultades asociadas a su comprensidn se recomienda leer las
investigaciones de Sierpinska (2000), Hillel (2000), Sierpinska et al (2002), Dorier (1997),
Dorier et al (2000), Rober y Robinet (1987), Alves Dias & Artigue (1995).

Por otra parte, se han realizado diferentes investigaciones estudiando la construccion y
comprension de algunos objetos matematicos especificos del algebra lineal, dentro de ellos se
encuentran los conceptos de espacio vectorial (Trigueros y Oktac, 2005; Oktac et al, 2006;
Parraguez y Oktac, 2010); sistemas de ecuaciones lineales (Trigueros et al, 2007); base (KU et al,
2008); transformacion lineal (Roa-Fuentes y Oktac, 2010; Roa-Fuentes y Oktac, 2012); v,
valores y vectores propios (Salgado y Trigueros, 2015). Como se puede observar, en los trabajos
realizados con la teoria APOE en torno a los conceptos del algebra lineal no se ha estudiado el
concepto de ortogonalidad, lo cual es el interés de la presente investigacion. Ademas, hay pocos
trabajos realizados desde otras teorias que involucran el estudio de la comprension y la
construccién de dicho concepto. A continuacion, se describen algunos de esos trabajos.

Acerca de la Ortogonalidad
Gueudet-Chartier (2004) presenta un estudio de libros textos referente a los conceptos de
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ortogonalidad y producto punto, con el fin de observar el potencial y las limitaciones del uso de
la geometria en la ensefianza del algebra lineal. En dicho apartado, el autor destaca la carencia
del aprendizaje de conceptos del algebra lineal a partir de nociones intuitivas, por ejemplo, el
caso de la definicion de ortogonalidad en espacios con producto interno que no tiene una nocién
intuitiva asociada que le permita a los estudiantes establecer un vinculo entre el &lgebra lineal y
la geometria. En esta investigacion se invita a considerar las otras areas de la matematica con el
fin de mejorar la ensefianza del &lgebra lineal y més aun la geometria, asi conceptos como el de
espacios con producto interno u ortogonalidad se podrian estudiar bien a través de este enfoque.

Adicionalmente, el grupo de educadores matematicos llamado “Linear Algebra Curriculum
Study Group” (LACSG), cuyo objetivo era estudiar las problematicas asociadas a la ensefianza y
el aprendizaje del algebra lineal, gener6 un conjunto de recomendaciones para un primer curso
de algebra lineal, para las cuales se tuvo en cuenta aspectos pedagdgicos y epistemoldgicos
acerca del aprendizaje y la ensefianza del algebra lineal; la experiencia de los docentes y algunas
recomendaciones por personas pertenecientes a otros campos. Referente a las recomendaciones
del LACSG vy el concepto de ortogonalidad en un primer curso de &lgebra lineal se encuentra que
se debe abordar los conceptos de producto interno, incluyendo la ortogonalidad, conjuntos bases
y matrices ortogonales, proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, entre otros Harel (2000).

Posteriormente, Bagley y Rabin (2013) realizaron un trabajo de investigacién en torno a
tres formas de pensamiento en un curso de algebra lineal las cuales ellos denominaron como
pensamiento abstracto, pensamiento computacional y pensamiento geométrico. Los
investigadores buscaban identificar las estrategias que los estudiantes implementaban para
resolver un problema, y la coordinacién de las formas de pensamiento; por lo cual su
investigacion gir6 alrededor de una tarea llamada el “Problema de Michelle”, la cual consiste en
encontrar una base para R* a partir de dos vectores dados u y v. La investigacion mostré que los
estudiantes poseen dificultades en torno al concepto de ortogonalidad, se evidencio que ellos
operaban de manera circular cuando intentaban resolver un sistema de ecuaciones lineales en la
busqueda de vectores ortogonales. También se identifico que ellos pensaban que la Unica forma
de producir vectores ortogonales era por el medio del proceso de Gram-Schmidt. Otro resultado
interesante es que ningun estudiante intentd solucionar el problema a través de la ortogonalidad
de manera natural, solamente lo hicieron cuando el entrevistador lo sugirio.

Dreyfus y Hillel (1998, 2005) realizaron una investigacion basada en la construccién de
significados relacionados con los conceptos de proyeccidn y aproximacion. Esta investigacion
estudia la nocion de “producto interno”, la cual es una generalizacion del producto punto en R™n.
De esta manera, por medio de Espacios con Producto Interno se define en términos mas
generales otros conceptos como proyeccion ortogonal, ortogonalidad, norma, distancia, entre
otros, donde una aplicacion interesante tiene que ver con la aproximacion de una funcion f
mediante el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt, dicha aplicacion es poco usual en un
curso de Algebra Lineal.

Asimismo, Caglayan (2018) aborda el concepto de espacios con producto interno donde se
incluye la condicion de ortogonalidad desde la aproximacion de funciones. Este autor se interesé
por estudiar la comprension de los estudiantes de los polinomios ortogonales de Hermite e
identificar las formas creativas e innovadoras donde se coordinan enfoques visuales y analiticos
a través de un software de geometria dinamica. Mediante la exploracion en el software de
geometria dindmica, los estudiantes obtuvieron una parte de la secuencia de los polinomios de
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Hermite y posteriormente se abordaron algunas propiedades y conceptos en términos de los
polinomios de Hermite tales como ortogonalidad, desigualdad de Cauchy-Schwarz, desigualdad
del triangulo, teorema de Pitagoras, ortonormalidad, entre otros.

Los trabajos anteriormente descritos realizan diferentes aportes al concepto de
ortogonalidad, en ellos, se identifican algunas dificultades relacionadas con el concepto y se
proporciona un tratamiento diferente al usual en un curso de algebra lineal mediante la
aproximacion de funciones; de esta manera, también se evidencian las conexiones existentes
entre la ortogonalidad y otros conceptos de la misma area. Por tanto, la pregunta que guia esta
investigacion es ¢Qué estructuras y mecanismos mentales necesita construir un estudiante para la
compresion del concepto de ortogonalidad? A la cual se le dara respuesta mediante el objetivo,
describir las estructuras y mecanismos mentales que desarrollan estudiantes universitarios de
primer afo sobre el concepto de Ortogonalidad, a través del disefio y desarrollo del Ciclo de
Investigacion propuesto por la teoria APOE.

Marco Tebrico
Teoria APOE

La Teoria APOE! (Arnon et al, 2014) busca describir como un individuo construye su
comprension de un objeto matematico especifico mediante estructuras mentales que permiten
reflexionar sobre las construcciones que va a hacer o que necesita hacer para lograr la
comprension de un objeto o un concepto matematico, de esta manera, se puede realizar un
acercamiento de forma mas reflexiva, proporcionando asi, un enriquecimiento en la concepcion
que un individuo tiene sobre los objetos matematicos.

La siguiente figura es un esquema que muestra como se relacionan las estructuras y
mecanismos mentales para la comprension de un objeto matematico. Para la construccion de las
estructuras mentales se requiere de los diferentes mecanismos mentales, los cuales son los
puentes que permiten el transito entre una estructura y otra y, por tanto, conducen a la
construccion del conocimiento matematico.

Esquema

interiorizacion

acciones

procesos

coordinacion

objetos reversion

encapsulacion

desencapsulacién

Figura 1. Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de un concepto matematico (Arnon et
al, 2014)

1 Acrénimo de Accidn, Proceso, Objeto y Esquema.
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Se puede observar que el conocimiento matematico se origina con Acciones, las cuales son
transformaciones sobre los objetos fisicos 0 mentales previamente construidos por parte de un
individuo; la interiorizacion de las Acciones conduce a una reflexion sobre ellas y, por tanto, a
una apropiacion interna de las mismas, de esta manera se produce una concepcion Proceso sobre
determinado concepto. Los mecanismos de coordinacion y reversion permiten la construccion de
nuevos procesos. La concepcion Objeto se logra a través de la encapsulacion, esto es,
comprender el Proceso como una estructura estatica con la cual se pueden realizar Acciones. La
desencapsulacion es el mecanismo por el cual el individuo regresa al Proceso que dio origen a un
objeto mental. Finalmente, un Esquema es un conjunto de acciones, procesos, objetos y otros
esquemas que el estudiante puede usar para dar solucion a una situacion problema. El nivel de
comprension de un individuo dependera de su habilidad para establecer relaciones entre las
diferentes construcciones mentales (Arnon et al, 2014).

Un aspecto fundamental de esta teoria es que parte de la idea de que todo objeto o concepto
matematico puede ser comprendido por un individuo si éste posee las construcciones necesarias
(Arnon et al, 2014) por tanto, se requiere del disefio de un modelo cognitivo denominado
descomposicion genética; el cual es un camino que describe cOmo un concepto matematico
puede llegar a ser comprendido mentalmente por un individuo. Dicha descomposicion genética
es el punto de partida para el disefio de actividades que favorezcan tanto el trabajo del profesor
como el de los estudiantes, tales actividades deben promover cada una de las construcciones
propuestas para la comprension del concepto y de esta manera validar el modelo establecido; en
caso de que el modelo no funcione deber ser refinado y repetir este proceso hasta que dé cuenta
del aprendizaje del concepto deseado.

Paradigma de Investigacion

Como se menciond en la introduccion de este capitulo, la teoria APOE proporciona una
metodologia de investigacion que consta de tres componentes: andlisis teorico, disefio e
implementacién de instrumentos, y recoleccion y andlisis de datos. En la figura 2 se muestran las
tres componentes y como estas estan relacionadas entre si.

Andlisis tedrico

Recoleccion y anadlisis de Disefio e implementacién
datos de instrumentos

Figura 2. Ciclo de Investigacion de APOE (Arnon et al, 2014)

Analisis tedrico: La investigacion inicia con un estudio tedrico sobre el objeto matematico
que se desea comprender, el cual se desarrolla teniendo en cuenta los siguientes aspectos: (i)
analisis de libros de texto, (ii) experiencia de los investigadores como estudiantes y docentes y;
dificultades identificadas desde otras perspectivas teoricas de la disciplina. Por lo tanto, el
objetivo principal de esta fase es proporcionar un modelo cognitivo que dé cuenta de las
construcciones mentales que un individuo necesita hacer para la comprension de un concepto
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matematico especifico (descomposicion genética preliminar). La descomposicion genética es el
eje fundamental del ciclo de investigacion; una vez se obtiene, permite avanzar a las etapas
posteriores del ciclo hasta completarlo, dando como resultado una descomposicion genética
refinada. Cuanto mas se repita este proceso se obtendran descripciones mas finas de las
construcciones mentales necesarias para la comprension de un determinado concepto. (Roa-
Fuentes & Oktag, 2012).

Disefio e implementacion de instrumentos: El disefio de actividades permite validar la
descomposicion genetica propuesta o remodelarla en caso de ser necesario. Cada una de las
actividades propuestas dentro de la investigacion debe estar orientada hacia el desarrollo de todas
y cada una de las construcciones mentales propuestas en la descomposicion genética preliminar
(Roa-Fuentes & Oktag, 2010).

Recoleccidn y andlisis de datos: Una vez obtenida la descomposicion genética del
concepto matematico deseado se debe proporcionar evidencia empirica que permita su
refinamiento o validacion; en caso contrario la descomposicion genética permanecera
unicamente como un modelo hipotético (Arnon et al, 2014). El proposito de esta fase debe
responder a dos preguntas: ¢Los estudiantes hicieron las construcciones mentales descritas en la
descomposicion genética? y, ¢Qué tan bien aprendieron los estudiantes el concepto? Existen
diferentes tipos de datos que proporcionan informacion suficiente para responder a estas dos
preguntas, en particular para esta investigacion se tienen en cuenta: cuestionarios escritos
previamente disefiados; entrevistas profundas enfocadas en el objeto matematico de interés y;
una combinacion de instrumentos escritos y entrevistas.

Aspectos Metodoldgicos

Esta investigacion estd enfocada en la descripcidn de las construcciones que un estudiante
debe realizar para la comprension del concepto de ortogonalidad. Se desarrolla con un grupo de
estudiantes que pertenecen a un curso de algebra lineal 11 en la Universidad Industrial de
Santander (UIS). Se definen los aspectos tedricos y didacticos del concepto de ortogonalidad en
conjunto con el profesor a cargo del curso, con el fin de preparar actividades y realizar un
seguimiento continuo como observador; esto permite conocer el contenido, expectativas e
intereses del curso.

Analisis tedrico: Para esta primera fase del ciclo de investigacion, se plantean las
siguientes preguntas: (i) ¢Qué significa comprender el concepto de ortogonalidad? v, (ii) ¢ Como
se puede construir la comprension del este concepto? Con el fin de responder estas preguntas se
analizan tres libros de texto de algebra lineal cuyo proposito principal es disefiar una
descomposicion genética que dé cuenta de las estructuras y mecanismos mentales que un
estudiante debe poseer para la comprension del concepto de ortogonalidad. En esta etapa es
necesario definir como se aborda el concepto matematico de ortogonalidad, de esta manera, el
analisis de los libros de texto contribuye a la escogencia de dicha definicidn puesto que el interés
es determinar qué teoremas, propiedades, definiciones y notaciones intervienen en la
construccion del concepto.

Disefio e implementacion de instrumentos: Partiendo de la descomposicion genética se
disefian dos instrumentos: una prueba diagnéstica y una entrevista, los cuales estdn acompafados
de un analisis a priori. Puesto que el interés de la investigacion es estudiar como los estudiantes
construyen el concepto de ortogonalidad para dar cuenta de la comprension del mismo, se
escogen los estudiantes cuyos resultados sean los mejores.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.



Construcciones mentales para la comprension del concepto de ortogonalidad

Recoleccion y analisis de datos: A través del andlisis de los datos resultados empiricos
obtenidos en la etapa anterior se pretende encontrar las construcciones propuestas en la
descomposicion genética que no fueron necesarias y las construcciones necesarias que no fueron
consideradas con el fin de realizar los ajustes correspondientes para que la descomposicién
genética sea una mejor aproximacion a la construccion de la ortogonalidad. A esto se le conoce
como refinamiento de la descomposicion genética. De esta manera, el analisis se realiza
caracterizando las estructuras y mecanismos mentales que los estudiantes poseen alrededor del
concepto de ortogonalidad lo cual permite la validacion de la pertinencia y la viabilidad de la
descomposicion genética.

Reflexiones finales

El concepto de ortogonalidad ha sido poco estudiado desde la didactica del &lgebra lineal y
es necesario dentro de tal asignatura. Sin embargo, en los cursos tradicionales de algebra lineal
no se alcanza a abordar dicho concepto en otros espacios vectoriales diferentes de R™. Es solo en
aquellas universidades en donde se imparte un segundo curso de algebra lineal en donde se trata
de manera més profunda dicho concepto. Esta investigacion pretende aportar al desarrollo de la
linea de investigacion de la didactica del algebra, al lgebra lineal en si misma y a la teoria
APOE. Estos son solo los primeros acercamientos al estudio del concepto de ortogonalidad,
donde se espera proponer un camino para la construccion y comprension de tal concepto.
Asimismo, se espera que otras investigaciones sean desarrolladas en torno al estudio de este
concepto y que esta investigacion llegue a ser considerada dentro de las aulas de clase, puesto
que ese es el fin altimo de la investigacion.
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