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Resumen

En el andlisis de una situacion que involucre cambio y variacion, es esencial
relacionar y cuantificar los atributos en él. Por lo tanto, el uso de la derivada como
razén de cambio se hace necesario. En este documento se presenta la descripcion de
un disefio de talleres apoyados con un software matematico interactivo (GeoGebra),
con la intencién de promover la compresién de la derivada en un punto. Con base en
la perspectiva del Razonamiento Covariacional y las Entrevistas Basadas en Tareas,
se estructura el disefio, la implementacion y el andlisis de los talleres. Tras la
implementacidn y su posterior analisis, se pretende caracterizar las habilidades
cognitivas que un estudiante debera tener para sustentar su comprension de la
derivada.

Palabras clave: derivada, razonamiento covariacional, habilidades cognitivas,
procesos matematicos, entrevistas basadas en tareas.

Fendmeno de estudio

Diferentes investigaciones han manifestado que las dificultades en la compresién del
concepto derivada son debido a la falta de conceptualizaciones y procesos subyacentes en su
definicion. Conceptos como funcién, limite, razén, cociente y proporcionalidad; y procesos
como representar y razonar estan presentes en el proceso de aprendizaje de la derivada. Debido a
la complejidad de estos conceptos y procesos, se producen diversas dificultades a nivel cognitivo
cuando se construye este concepto desde sus diferentes representaciones; la pendiente de la recta
tangente, el limite del cociente incremental y como razon de cambio (Villa-Ochoa, 2011; Robles,
Del Castillo y Font, 2012; Thompson y Carlson, 2017). Ademas, la ausencia de las ideas de
cambio y variacion, en esta definicion, no permite dotar de importancia a la derivada en la
resolucion de problemas elementales del calculo diferencial (Dolores, 2007).
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Sin embargo, en la educacion actual se han priorizado los procesos de construccion y
validacion de procedimientos y algoritmos derivados del &lgebra y la geometria analitica
(Cantoral, 2000), los cuales llevan a desconocer la importancia y el uso de la derivada por el
estudiante. Si se quiere analizar y describir una situacion que implique variacion sera necesario
relacionar y cuantificar los atributos en él. De acuerdo con Font y Godino (2011), la Didéactica de
las Matematicas solicita tanto la descripcion y explicacion de los procesos de ensefianza y
aprendizaje como también su respectiva de evaluacion y progreso.

Bajo esa mirada y con &nimos de aportar a la problemética expuesta, en la investigacion
que estamos desarrollando, se busca caracterizar las habilidades cognitivas asociadas a los
procesos matematicos, para la compresion de la derivada en un punto. En esta comunicacion se
plantea la descripcion y explicitacion de un disefio de talleres para promover la compresion de la
derivada en un punto. A continuacion, se muestran los elementos tedricos y metodoldgicos que
sustentan la estructura del disefio y una mirada preliminar al analisis de los talleres. Estos son los
instrumentos de recoleccion de datos para observar y analizar el trabajo de los estudiantes en un
curso de célculo diferencial.

Marco conceptual

Tanto el disefio de los talleres como la investigacion en curso estan articulados con un
marco el conceptual de Razonamiento Covariacional (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2003)
y con los Procesos Matematicos del Cambio y la Variacion (Fiallo y Parada, 2018). Juntos
direccionan la construccion de la derivada en un punto. Asimismo, las Entrevistas estructuradas
y basadas en tareas e ideas metodoldgicas de un curso de precélculo (Fiallo y Parada, 2018)
estructuran las fases de los talleres.

La articulacion entre el Razonamiento Covariacional y los Procesos Matematicos es
posible debido a lo cognitivo que denotan sus constructos tedricos, mas precisamente de las
operaciones mentales que estructura una persona para la solucién a un problema (ver figura 1).

{ Razonamiento Covariacional } Procesos matematicos

Accion mental Operaciones mentales Habilidad cognitiva Derivada

Figural. Marco conceptual.

Razonamiento covariacional.
El “problema de la escalera”

A partir de una posicion vertical contra una pared, desde su parte inferior, una
escalera se separa de la pared a una razon constante. Describa la velocidad de la parte
superior de la escalera a medida que ésta se desliza hacia abajo sobre la pared.
Justifique su afirmacion. (Carlson et al., 2003, p. 145).

El “problema de la escalera” es una situacion que implica variacion. El estudiante tendra
que imaginar el deslizamiento de la escalera y notar que a medida que el tiempo avanza la
distancia vertical cambia. Para describir la velocidad del fendmeno, tendra que cuantificar y
relacionar los cambios de la distancia vertical con los cambio en el tiempo a medida que se
desliza la escalera a razon constante.

Para apreciar los cambios, el estudiante necesita coordinar el comportamiento de las
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variables en juego, en este caso el tiempo y la posicion vertical que describe el movimiento de la
escalera, es decir necesita el razonamiento covariacional. El razonamiento covariacional es
definido por Carlson et al. (2003) como “las actividades cognitivas implicadas en la coordinacioén
de dos cantidades que varian mientras se atienden a las formas en que cada una de ellas cambia
con respecto a la otra” (p. 124). Por tal razon, los autores proponen un marco conceptual para
analizar el razonamiento covariacional de una persona, fundamentado principalmente por las
acciones mentales que éste realiza.

Las acciones mentales son evocadas por querer coordinar dos variables, asi que estas son
determinadas por la construccion de imagenes de covariacion. La nocion de imagen esta basada
en la perspectiva de Thompson que la establece como “dinamica, que Se origina en acciones
corporales y movimientos de la atencion, y como la fuente y el vehiculo de operaciones
mentales.” (citado en Carlson et al, 2003, p. 124). Por tanto, a medida que la imagen de
covariacion se desarrolla en la persona, sustenta un razonamiento covariacional mas sofisticado.

Carlson y colaboradores consideran estas acciones mentales como evolutivas, y conjeturan
y muestran en sus estudios que se desarrollan (Carlson et al., 2003). Debido a este hecho,
estructuran los niveles de razonamiento covariacional y las acciones mentales que sustentan cada
de uno de los niveles.

Nivel de coordinacion (N1): sustentada por la accion mental 1, descrita como la
coordinacién del valor de una variable con los cambios en la otra.

Nivel de direccion (N2): sustentada por la accion mental 2, descrita como la coordinacion
de la direccion del cambio de una variable con los cambios en la otra variable.

Nivel de coordinacién cuantitativa (N3): sustentada por la accién mental 3, descrita como
la coordinacién de la cantidad de cambio de una variable con los cambios en la otra variable.

Nivel de razén promedio (N4): sustentada por la accién mental 4, descrita como la
coordinacion de la razon de cambio promedio de la funcion con los incrementos uniformes del
cambio en la variable de entrada.

Nivel de razdn instantanea (N5): sustentada por la accion mental 5, descrita como la
coordinacion de la razén de cambio instantanea de la funcion con los cambios continuos en la
variable independiente para todo el dominio de la funcion.

Ya que el N5 alude a la derivada como la razon instantanea, el disefio de la estructura de
los talleres tiene en cuenta estos niveles y se explicara en la seccion de Método.

Habilidades cognitivas.

Fiallo y Parada (2018) presentan las reflexiones tedricas y metodologicas que se han
incorporado al disefio de un curso laboratorio de precalculo, basados en las configuraciones
actuales de los procesos de aprendizaje y ensefianza y a la incorporacién de la tecnologia en el
aula. Se establece que, desde un enfoque de resolucién de problemas, el desarrollo de procesos
matematicos como el de la comunicacion, la representacion, el elaborar, comparar y ejercitar
procedimientos y el razonamiento, son necesarios para la comprension del concepto de funcion,
limite y derivada, agrupados desde los nucleos conceptuales del cambio, la aproximacion y la
tendencia. Como lo mencionan los autores, los procesos presentados por secciones, no deben
interpretarse de manera independiente, sino que todos los procesos son dependientes y
complementarios entre si.
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El desarrollo de estos procesos es posible a través de las habilidades asociados a estos, los
cuales ayudaran a los estudiantes a comprender y resolver un problema. Segiin Rueda (2016) la
habilidad cognitiva: “consiste en las operaciones mentales que resultan de la coordinacion de
acciones tendientes a la consecucion de un objetivo ligado a una rama de conocimiento
institucionalizado.” (p. 57)

Como resultado de la implementacion y el andlisis del curso de precalculo, en Fiallo y
Parada (2018) se han caracterizado diversas habilidades asociados a los procesos matematicos
(ver Tabla 1):

Tabla 1

Habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos

a Comunicar Elaborar, comparar y
@ - Representar la o L Razonar sobre
Q ideas sobre variacion ejercitar procedimientos fen6menos de variacion
E variacion para analizar la variacion
Interpretar Reconocer Reconocer los nimeros Explicar una afirmacion
enunciados. representaciones. reales, establecer relaciones  matematica.
entre ellos y operar con
ellos.
2 Explicar ideas.  Interpretar Medir, comparar y calcular ~ Justificar una afirmacién
kS representaciones. magnitudes. matematica.
o
= Justificar ideas. Construir Elaborar procedimientos Argumentar
£ representaciones. con apoyo de la geometria.  racionalmente.
Argumentar Transformar Razonar y estructurar Convencerse y
ideas. representaciones procedimientos analiticos. convencer a los demas.
(tratamiento y
conversién).
Coordinar Validar con reglas y
representaciones. procedimientos tedricos.

Fuente: Fiallo y Parada (2018, p. 228)

Como ya se menciono en la seccion del fendmeno de estudio el disefio de los talleres busca
determinar qué habilidades cognitivas dan sustento a la compresion de la derivada.

Método

El estudio se enmarca en un enfoque de investigacion de tipo descriptivo e interpretativo, y
es disefiado para realizar un andlisis en contexto real del fendmeno de estudio. Como lo
menciona Rojas (2012), la fiabilidad del proceso investigativo se mejora proporcionando la
mayor informacion posible tanto de la situacion en que se desarrolla la experiencia y de la
seleccién de la poblacion o muestra, como de los métodos de recoleccion de datos y el analisis
posterior, permitiendo la posibilidad de una revision o réplica del trabajo por otros
investigadores. Por lo tanto, hacer explicito el disefio del taller es necesario.

Se optd metodoldgicamente por las entrevistas estructuradas y basadas en tareas (Goldin,
2000) en la que es posible realizar entrevistas grupales. De esta manera se ofrece un ambiente
menos artificial para cada uno de los entrevistados y pueden interactuar entre si, con la
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posibilidad de poner en discusion sus afirmaciones y argumentos con los demas; ademas, tienen
la posibilidad de conocer, analizar y contar con ideas adicionales en relacion con las tareas
propuestas y con los argumentos considerados inicialmente.

La entrevista basada en tareas es un entorno disefiado cuidadosamente, siendo éste un
componente clave de esta metodologia (Goldin, 2000). Su objetivo es obtener de los
entrevistados las estimaciones y la evolucidn de su conocimiento, también, sus representaciones
de ideas particulares, estructurales y formas de razonamiento, en este caso para la derivada como
razén de cambio.

Algunas entrevistas estan estructuradas, con protocolos detallados que determinan de
manera preliminar, la interaccion y las preguntas del entrevistador. Otros protocolos son
semiestructurados, lo que permite modificaciones en funcién del criterio del investigador, como
la de este disefio en la que una exploracion a la entrevista prevista proporcionara una base para el
disefio de un protocolo mas detallado.

A continuacion, se expone el taller 1 (entrevista 1) en el que, a través del problema del
lanzamiento vertical, los niveles del razonamiento covariacional, los procesos matematicos,
aspectos metodoldgicos del curso de precélculo y el apoyo de la tecnologia, los estudiantes de
calculo diferencial daran paso a resolver.

El taller de lanzamiento vertical esta estructurado por 4 actividades en las que cada una
tiene una serie de preguntas (tareas) que organizan la solucion del problema a lo largo de los
niveles del razonamiento covariacional. Cada actividad sera acompafiada por dos archivos
especificos en GeoGebra. El papel de la tecnologia, en los talleres y en el curso de precélculo, es
brindar la posibilidad de que los estudiantes interactiian con representaciones del objeto
matematico en cuestion, es decir la derivada. Asimismo, el uso de artefactos computacionales
permite crear y conectar esas representaciones (Fiallo y Parada, 2018). Para el desarrollo de cada
actividad se tienen 2 fases. En la fase inicial se le presenta el enunciado y las tareas a desarrollar.
El trabajo es llevado a cabo de manera individual por los estudiantes. Posteriormente se daré
paso a la fase denominada comunicando y compartiendo en la que lo estudiantes expondran sus
soluciones y podran trabajar de manera grupal para responder a las tareas propuestas; ademas, el
profesor (entrevistador-investigador) podréa realizar preguntas heuristicas y retrospectivas para
obtener la informacion sobre como los estudiantes abordan cada tarea.

Hay que explicitar que existe una diferencia entre la actividad 1 y las demas. El trabajo de
las tareas es orientado por archivos diferentes. En la actividad 1 (ver Tabla 2), se presenta el
problema a resolver junto con un archivo en GeoGebra que muestra la simulacion del problema y
las representaciones de los objetos matematicos implicados, como la algebraica, la tabular y la
gréafica (ver figura 2). En las demas actividades se proponen tareas direccionadas por los niveles
del Razonamiento Covariacional (ver Tabla 3) y otro archivo en GeoGebra, adicionando al
anterior, una configuracion en forma de botones con los que el estudiante puede interactuar y
observar en la pantalla comportamientos de manera dindmica en torno a los incrementos de las
variables, las razones de cambio promedio Yy las rectas secantes (ver Figura 3).
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Tabla 2
Primera parte del taller de lanzamiento vertical.
Fases del Actividad 1
taller
Una maquina lanza un objeto verticalmente hacia arriba. Se han colocado tres sensores en
posiciones distintas con el fin de determinar la velocidad del objeto en diferentes instantes
de tiempo. Los registros de los sensores se muestran en la siguiente tabla:
Tiempo  Posicion = Velocidad
Sensor m m
1. Trabajo :
2 0.8 5.1 1.75
; 8 m [2s
5 10 4
Abra el archivo Problemalanzamiento.ggb y muestre matematicamente que el registro de
la velocidad por cada sensor es verdadero.
2.Trabajo Comunicando y compartiendo
grupal

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 2. Archivo primera parte del taller lanzamiento vertical.
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Tabla 3
Segunda parte del taller lanzamiento vertical.
Fases del Actividad 2 Actividad 3 Actividad 4
Tareas para los niveles: Tarea para el nivel: Tarea para el nivel:
N1. ;Cudles son las magnitudes N4. ¢Aproximadamente  N5. ;Qué sucede
variables del problema? ¢Existe una con que velocidad se cuando Ax — 0?
relacién de interdependencia entre las mueve el objeto Escribe una
magnitudes variables? ;Por qué? alrededor de x = 0.8 s?  expresion que
1. Trabajo N2, ;C6mo se comportan los valores Justifique su respuesta.  represente la razon
individual e 1a posicion respecto al tiempo? ?r?stcsrw;r:ga para
Explique su respuesta.
Pig P x=08s.
N3. ¢Cual es el comportamiento de la Justifique su
cantidad del incremento en los valores respuesta.
de la posicion respecto al tiempo?
Justifique su respuesta.
2. Trabajo Comunicando y compartiendo
grupal

Fuente: elabor

acién propia.

Animacién = 1

= [X| | » Vista Grafica

>
-
8

o
)
X

Reflexiones

Figura 3. Archivo segunda parte del taller lanzamiento vertical.

En la implementacion del disefio esperamos que los estudiantes tras la solucion de cada
tarea vayan conceptualizando la derivada en un punto, dotandola de caracteristicas y propiedades
basados en las ideas de cambio y variacion.

Cuestionar en los tres primeros niveles sobre qué, como y cuanto varian las magnitudes
implicadas en el problema, calcular razones promedio para el cuarto nivel y proponer el uso de
limite como aproximacién y tendencia para determinar la razon instantanea en el quinto nivel,
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permitiran que los estudiantes puedan definir la derivada en un punto al finalizar los demas
talleres.
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