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Resumen

Se presenta una sintesis del trabajo de grado en la Maestria en Educacién: Disefio de
situaciones para el trabajo con figuras geométricas basado en las operaciones
cognitivas de construccion, visualizacion y razonamiento (Galeano, 2015). Este
propone, a partir de una perspectiva semiética y cognitiva (Duval, 2005), un
acercamiento a las figuras geométricas como un modo de ilustrar las posibilidades de
una propuesta para la ensefianza de la geometria y contribuir asi al desarrollo del
pensamiento espacial. Toma como metodologia los Experimentos de Ensefianza
(Cobb, 2000); se caracterizan dos grupos de situaciones, las actividades disefiadas
muestran como pueden usarse para desarrollar procesos de construccion que
permiten un acceso significativo a dichas figuras, y procesos de visualizacion que
explotan su productividad heuristica. El analisis de la implementacién muestra que
los estudiantes desarrollan posibilidades de tratamiento sobre las figuras y se acercan
a la comprensidn de las propiedades caracteristicas de una figura geométrica.
Palabras clave: Visualizacion, construccion, razonamiento, geometria, figuras
geométricas, aprendizaje, disefio, experimento de clase.

Formulacion de la propuesta de trabajo en clase

El trabajo realizado se constituye a partir de la formulacion de un problema en Educacion
Matematica, los elementos tedricos y metodoldgicos que lo sustentan, lo que finalmente se
concreta en el disefio, implementacion y analisis de una serie de actividades en un grado sexto de
Educacion Bésica Secundaria para el trabajo con figuras geométricas. En la realizacion del
Experimento de Ensefianza® se identifican dos niveles: un micronivel y un macronivel (Cobb,
2000). En el micronivel se encuentra el experimento de ensefianza en el momento en que fue
pensado y se hicieron ciertas anticipaciones, junto con los elementos previstos para desarrollar la
ensefianza, los cuales contemplan las actividades de clase planeadas y aplicadas; se cierra este

'Es una metodologia de investigacién que provee maneras de explorar las posibilidades de investigar lo
gue a partir de la propuesta de ensefianza del profesor ocurre con el aprendizaje de los estudiantes y con
los cambios que se dan al nivel del salén de clase (Cobb, 2000); esta incluida dentro de las metodologias
de Investigacion Basada en Disefio IBD.
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primer nivel con el analisis de la implementacidn de dichas actividades, estos es, un analisis
local que permite identificar lo que ocurri6 en clase y a partir de ahi desarrollar los ajustes para
las actividades siguientes e identificar los primeros resultados del trabajo.

La planeacion de las actividades inici6 con la determinacion de los contenidos que serian
cubiertos con el desarrollo de la intervencion en clase asi como una descripcion de las maneras
en que se espera discurra el aprendizaje (la conjetura); en esta parte fue importante tener en
cuenta lo que el profesor, y el colegio, tenian planeado para trabajar con los estudiantes.

La conjetura es una afirmacion sobre los hechos del saldn de clase que se basa en
evidencias, tanto tedricas como experimentales, que recoge las creencias del equipo de
investigacion en relacion con las formas en que se han de desarrollar los aprendizajes de los
estudiantes (Confrey y Lachance. 2000). Cobb (2000) afirma, al estilo del ya conocido simil de
la moneda, que una conjetura tiene dos partes diferentes pero estrechamente ligadas y que se
conjugan al momento de formularla. Se tienen entonces la dimension del contenido y la
dimensién pedagogica de la conjetura; la primera asociada a qué se debe ensefiar y la segunda a
coémo se debe hacerlo. Todo lo anterior se concreta en la formulacién de una trayectoria
hipotética de aprendizaje?.

En el macronivel, se estudia toda la secuencia completa de ensefianza, todos los elementos
que constituyeron la planeacion del experimento y sus diversas actividades de clase asi como los
detalles de su implementacion; se trata de crear conexiones, relaciones y explicaciones entre la
teoria local que guio el disefio y la implementacion de las actividades, para tratar de explicar la
forma en que las trayectorias de aprendizaje y las conjeturas respondieron a lo esperado en el
experimento de ensefianza; esto se realiza mediante un analisis retrospectivo.

Fundamentos de la propuesta

La propuesta de actividades -trayectorias- se organiza siguiendo lo sefialado por las dos
dimensiones de la conjetura: en el qué ensefiar se incluyen reflexiones de orden matematico
(sistemas geométricos) y curricular (pensamiento espacial); en el como ensefiar se introducen
consideraciones de orden cognitivo y semiético. Se presentan a continuacion algunos detalles de
lo anterior.

La geometria euclidiana es parte importante en el trabajo que sobre el pensamiento espacial
se hace en la escuela. Asi, la formacion de los estudiantes se organiza —segun lo sefialado por los
Estandares- en relacion con los sistemas geométricos “Los puntos, lineas rectas y curvas,
regiones planas o curvas limitadas o ilimitadas y los cuerpos solidos o huecos limitados o
ilimitados pueden considerarse como los elementos de complicados sistemas de figuras,
transformaciones y relaciones espaciales: los sistemas geométricos.” (MEN. 2006, p. 62). Es
decir, estos sistemas estan constituidos a partir de tres componentes: los objetos geométricos, las
operaciones entre ellos y las transformaciones de las que son susceptibles dichos sistemas.

Para alcanzar lo propuesto por el MEN las escuelas definen acciones que se estructuran
fundamentalmente desde una mirada conceptual, es decir, se organiza la propuesta de ensefianza

2Sjendo un concepto nuevo, como ocurre con tantos otros en educacién matematica, no se encuentra ain
un consenso entre los miembros de la comunidad en relacion con su definicién y alcance. En este trabajo
se parte de la acepcion de dada por Confrey & Maloney (2009) ... a researcher-conjectured, empirically-
supported description of the ordered network of constructs a student encounters through instruction (i.e.,
activities, tasks, tools, forms of interaction and methods of evaluation)...” p. 347
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alrededor de las exigencias que la estructura formal del concepto presenta. Esta decision, que
esta ampliamente sustentada, ha logrado darle sentido a las practicas escolares en los Gltimos
afios; sin embargo, parece posible ampliar la mirada e incluir en estas exigencias aquellas que la
actividad geométrica le impone a los estudiantes, en particular se considera que desde un punto
de vista cognitivo (Duval, 2001) en necesario incluir aspectos relacionados con los procesos de
construccion, visualizacion y razonamiento.

Se puede iniciar haciendo entonces una reflexion en relacion con los procesos de
visualizacion involucrados en la actividad matematica. El trabajo que se propone en geometria ha
de estar asociado necesariamente con el desarrollo de las capacidades de visualizacion que debe
construir un estudiante. Una primera caracterizacién de este proceso sefiala dos tipos de
visualizacion: la iconica y la no iconica (Duval 2010).

La visualizacion icénica supone un acceso a las figuras geométricas del mismo modo en
que sucede en otras representaciones graficas por fuera de las matematicas. En geometria el
reconocimiento iconico de las figuras requiere de “una figura particular que sirve de modelo, y
las otras figuras son reconocidas segun su grado de parecido con este modelo” (Duval, 2004. p.
168). Sin embargo, el asunto fundamental en la entrada icdnica a la visualizacion de una figura,
en geometria en particular, tiene que ver con el hecho de que en esta las formas reconocidas
aparecen estables, es decir, aparecen como si no fueran susceptibles de ser transformadas; al ser
representaciones y sabiendo que la potencia de toda representacion no esta solo en el hecho de
poder dar acceso a cierta informacion, sino que su potencia como signo radica en el hecho de
poder transformarse y expresarse de modos distintos, esta estabilidad que la visualizacién iconica
da a las figuras se convierte en algo que ha de ser superado para realizar un aprendizaje
significativo de la geometria.

Es claro pues que uno de los primeros retos que ha de enfrentar una propuesta de trabajo en
clase de geometria es la de apoyar el desarrollo de habilidades que le permitan al estudiante
alejarse de una visualizacion icénica de las figuras. Un primer paso en este sentido es entonces
comprender la naturaleza de la visualizacion no iconica, Duval (2004) afirma:

La visualizacién no iconica... permite reconocer las formas, bien en virtud de las
limitaciones internas de organizacion que hacen imposible ciertas deformaciones o ciertas
aproximaciones, bien en virtud de deducciones efectuadas discursivamente en funcién de las
propiedades que hayan sido enunciadas en las definiciones o en los teoremas que declaran lo
que representa una figura. (p. 168)

Desarrollar en los estudiantes esta forma de ver que activa, por decirlo de alguna manera,
la realizacion de tratamientos sobre las figuras, que pueden conducir a la solucién de un
problema, o que por lo menos dan lugar a procedimientos de busqueda de dicha solucion, se
constituye en el objetivo que se quiere alcanzar en el proceso de aprendizaje de la visualizacién
en geometria. Esta forma de ver una figura se asocia con distintas transformaciones sobre las
figuras; unas tienen que ver con descomponer una figura en otras figuras (subfiguras), otras
tienen que ver con la posibilidad de descomponer una figura en unidades figurales de una
dimensién inferior. Las primeras se conocen como modificaciones mereoldgicas y las segundas
como un proceso de deconstruccion dimensional (Duval, 2005).

En la construccién de una figura la produccion de un trazo esta asociada a dos elementos:
una instruccién que recoge un pedido en relacion con aquello que se quiere construir y la
movilizacion de una propiedad geométrica en relacion con el o los instrumentos que se van a
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emplear. Estos elementos dan lugar a lo que Duval (2005) ha llamado trazos auxiliares y trazos
reorganizadores. Se tiene aqui un punto de encuentro entre la construccion y la visualizacion: las
posibilidades que un estudiante tiene de ver los trazos reorganizadores necesarios para resolver
un problema dependen de las capacidades de visualizacion que haya construido; se puede decir
inicialmente que una mirada iconica sobre las figuras claramente no apoya la construccién de
ningun trazo reorganizador.

La préactica tradicional de ensefianza de la geometria, en la cual las figuras se consideran
evidentes y acabadas, ha dejado por fuera la ensefianza de algunos tratamientos basicos en el
registro de las figuras; poder hacer un trazo que la figura no tenia, tan simple como suena, no es
una practica comun en las clases de geometria.

Estructura de la propuesta

Se presentan entonces algunas consideraciones generales en relacion con las trayectorias de
aprendizaje: las situaciones, las actividades y sus conjeturas. Las tres primera situaciones
configuran la trayectoria 1, que fue implementada y analizada, y a partir de los resultados de lo
anterior se formula la segunda trayectoria, la cual queda como una propuesta para desarrollar
futuros trabajos.

En todas las situaciones, las figuras aparecen como representantes de propiedades
geométricas y las modificaciones a realizar son de caracter grafico solamente; ademas, se
propone como objeto de ensefianza la génesis de formas de actuacion que lleven a desarrollar los
procesos necesarios para entender las figuras en este sentido. Con tareas de construccion se
apoya el primer rol asociado a las figuras y de ahi se pasa a los procesos de visualizacién no
iconica para apoyar el desarrollo de las modificaciones mereologicas y de deconstruccion
dimensional.

En la primera trayectoria, compuesta por tres situaciones, todas las actividades son de
reproduccién de una figura, para lo cual se usan instrumentos de construccion no estandar
(ilustracién 1) (Duval, 2010) o convencionales; son tareas que exigen la produccion de una
representacion grafica que debe conservar las mismas propiedades que la figura dada.

lustracion 1. Instrumentos de construccion no estandar

Cada situacion involucra el desarrollo de objetos del sistema geométrico que aparecen
directamente asociados a figuras geomeétricas (triangulos, cuadrados, rombos, etc.), y se
formularon en relacion con los estandares para el pensamiento espacial, del grado sexto a noveno
(MEN, 2006); es decir, cada situacion se asocia con el desarrollo de alguno de los estandares de
este ciclo; aungue es claro que una sola situacion no agota el desarrollo de dicho estandar.
Ademas, en cada situacion se privilegia el desarrollo de alguna operacion cognitiva. La situacion
1 surge como una adecuacion de la propuesta de Duval (2010). Esté constituida por cinco
actividades en las que se emplean instrumentos de construccion no convencionales en tareas de
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reproduccion de figuras. La situacion 2 consta de cinco actividades. Todas ellas tienen que ver
con la reproduccion de cuadrilateros empleando instrumentos convencionales (las escuadras) y
no convencionales (moldes y plantillas). La situacion 3 consta de tres grupos de actividades; en
cada una de estas situaciones se daba una figura y la consigna era formular en lengua natural una
serie de pasos que le permitan a quien lee o escucha dicho mensaje hacer la reproduccion de la
figura, conservando forma y tamafio.

SITUACION 2
ACTIVIDAD 1
Usando los instrumentos que se te entregaron construye el triangulo que se muestra:

lHustracion 2. Ejemplo de actividad. Es la primera de 3 actividades que conforman la situacion 2. En ella
se usan una escuadra y la regla no informativa.

Las condiciones sobre lo curricular (Estandares del pensamiento espacial), lo matematico
(sistemas geomeétricos) y los procesos cognitivos introducidas en el disefio se mantienen para
todas las situaciones y se resume en la tabla siguiente.

Tabla 1
Condiciones para el disefio de las situaciones

) Procesos cognitivos Estandares
Sistema . .
- . L . pensamiento espacial
geometrico Construccion Visualizacién Razonamiento 6°-9°
S2al Slal
S2a2 Stad Ssg’:; -
Objetos S2a3 Slab $3a3
S2a4 Sla2
S2a5 Sla3
Sdal Ssal S6al |Jz
Relaciones S4a2 Sha? S6a2 H
S4a3 S5a3 S6a3 I
Transformaciones

Nota. Cada celda hace referencia a una situacion y las actividades que la componen, determina las
relaciones de dicha situacién con el sistema geométrico (primera columna a la izquierda), con lo

3Se us6 una letra para designar cada uno de los Estandares (MEN, 2006) de 6° a 9°: C. Clasifico
poligonos en relacidn con sus propiedades. E. Predigo y comparo los resultados de aplicar
transformaciones rigidas (traslaciones, rotaciones, reflexiones) y homotecias (ampliaciones y
reducciones) sobre figuras bidimensionales en situaciones matematicas y en el arte, por ejemplo.
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curricular (Gltima columna a la derecha) y lo cognitivo (arriba, columnas del centro). La ultima fila
corresponde a elementos de los sistemas geométricos y a estandares que no se trabajaron en esta
experiencia, queda como un asunto pendiente para futuros estudios. La antepenultima fila corresponde a
la primera trayectoria, y la penultima fila corresponde a la trayectoria 2.

En cada trayectoria, y en el marco del experimento de ensefianza, se determino una
conjetura y sus dos dimensiones, en ellas quedan plasmados los elementos y consideraciones que
se han sefialado para el disefio; por ejemplo, para la situacion 1 se tienen las siguientes:

Conjetura: El uso de instrumentos de construccion no convencionales permite que los
estudiantes reconozcan las caracteristicas y propiedades de una figura geométrica. Dimension
pedagdgica: Las actividades de reproduccion de figuras constituyen un escenario ideal para que
los estudiantes exploren las diferentes caracteristicas de una figura geométrica. Dimensién del
contenido: Los triangulos tienen la caracteristica de ser la figura mas simple que contiene
angulos, los cuales son uno de los elementos claves para la determinacién de las propiedades de
una figura.

En la segunda trayectoria, se formula en la parte final del trabajo tomando como base los
resultados obtenidos en la implementacidn de la primera (ver abajo, Resultados: micronivel); se
presentan algunas generalidades de su disefio.

La trayectoria 2 se compone de tres situaciones, cada una de las cuales responde a una de
las categorias que se desprendieron de los analisis locales, se mantiene la relacion con algun
estandar del pensamiento espacial, y en esta se atiende a las relaciones del sistema geométrico
(ver pendltima fila, tabla 1). La situacion 4 recoge la realizacion de trazos reorganizadores sobre
las figuras como apoyo al surgimiento de nuevas formas de ver; con dichos trazos se puede ver
en una figura algo que antes no se veia. La situacion 5 pretende apoyar el desarrollo de
modificaciones mereoldgicas sobre las figuras, es decir, avanzar en la comprension de la
aprehension operatoria. La situacion 6 busca el desarrollo de los procesos discursivos de
designar, describir y explicar, como formas fundamentales de apoyar el avance hacia la
deconstruccion dimensional de figuras.

Resultados
Micronivel

Las situaciones se implementaron en el grado sexto, en el marco de dos trabajos de
pregrado de la licenciatura en matemaéticas (Bahamén & Bonelo, 2015; Hoyos, 2015) vinculados
con el presente trabajo, el autor. Se presenta una sintesis de los resultados de los analisis locales,
sobre todo aquellos que encuentran relacién con los propoésitos del trabajo, se han organizado en
dos grandes grupos: los que tienen relacion con la actividad de construccién y los que tienen que
ver con las actividades de razonamiento y visualizacion.

Una mirada sobre los datos se hizo atendiendo a los usos dados a los instrumentos, las
propiedades de las figuras que se pueden identificar gracias a dicho uso, la relacion de estas
propiedades y los tipos de instrumentos empleados, el uso de trazos reorganizadores y las
posibilidades de avanzar de una visualizacién iconica a una no iconica, el papel de estos trazos
en el desarrollo de la aprehension operatoria y la deconstruccion dimensional de formas, y
algunas consideraciones sobre las restricciones y cuidados en el uso de dichos instrumentos.

Otra mirada, que no se desarrolla en este texto, tiene que ver con los ajustes al disefio que
apuntan al refinamiento del mismo, ademas de los resultados de los estudiantes.
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Usando los instrumentos que se te entregaron construye la figura que se muestr:

lustracion 3. Ejemplo de la produccion de un estudiante. En la figura dada, el estudiante hizo el trazo de
la altura del triangulo; luego, en la derecha, hace el trazo de la base y de la altura, para luego completar
las demas partes del triangulo.

Macronivel

Finalizadas las sucesivas intervenciones en clase y sus analisis locales, se inicié el analisis
retrospectivo que se contempla en la metodologia; esto es, se hace una revision global de los
disefios, la implementacion y las discusiones y resultados de los analisis locales, con miras a
identificar variables que permitan hacer un analisis de las condiciones que produjeron efectos
significativos en el disefio y en la implementacion. Este anlisis ademas sentd las bases para el
disefio de la segunda trayectoria, junto con las actividades de clase respectivas.

Esta revision permiti6 identificar las siguientes categorias sobre las cuales se ubicaron la
mayoria de las producciones de los estudiantes y que al mismo tiempo daban elementos para
atender la pregunta del proyecto y los objetivos del mismo. Asi, el anlisis permiti6 que:

1. Se caracterizaran los diferentes usos que los estudiantes dieron a los instrumentos de
construccion empleados en las actividades; estos usos se ponen en relacion con las
caracteristicas que tedricamente se asignaron a dichos instrumentos.

2. Se determinaran las formas de visualizacion presentes en el trabajo de los estudiantes, sobre
todo el proceso de evolucién de lo iconico a lo no icénico.

3. Se identificaran algunos desarrollos en relacion con la deconstruccién dimensional de
figuras.

Conclusiones

Los resultados obtenidos evidencian las potencialidades de una propuesta de trabajo en
clase de geometria basada en el desarrollo de los procesos cognitivos, pues abren una amplia
gama de opciones de trabajo con las figuras en geometria; ademas dejan ver que es posible hacer
avanzar a los estudiantes en formas de trabajo que dan cuenta de desarrollos en su conocimiento
geométrico al mismo tiempo que construyen formas de actuacion y reflexién potentes para la
solucion de problemas.

El asunto central en los desempefios de los estudiantes es que logran dar el salto
dimensional; pasan de ver las figuras de dos dimensiones como unidades figurales, a ver las
unidades de una dimension que las conforman; es decir, ya es claro para la mayoria de ellos que
son los trazos de una dimension los que permiten la construccion de figuras de dimension
superior.
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La visualizacion no iconica se manifiesta sobre todo en el reconocimiento de las subfiguras
que surgen al hacer trazos reorganizadores, aunque se debe entender que este reconocimiento no
es suficiente para realizar modificaciones mereoldgicas. Es decir, se logré que los estudiantes
hagan los tratamientos que les permiten identificar subfiguras, pero no se establece
completamente la aprehension operatoria.

Los trazos que predominaron en las actividades fueron el trazo de alturas, las cuales
siempre llevaban a dividir el primer contorno en otro que contenia triangulos rectangulos.
Aparecen diversas formas de lograr dichos trazos. En todos estos casos los trazos nuevos entran a
jugar un papel central en el avance desde la visualizacion iconica a la no iconica.

La visualizacion no iconica, la que apoya la deconstruccion dimensional, se present6
claramente en las acciones de los estudiantes; aunque restringida a ciertas lineas y no a todo el
espectro posible de rectas asociables a una figura. Esto debido a que las tareas que se debian
resolver solo requerian de algunas de estas rectas.

Se abre la necesidad de seguir pensando en la relacién entre los procesos de visualizacion y
razonamiento, y entre la construccién y razonamiento, pues se ve que los estudiantes presentan
serias dificultades para usar un discurso potente en geometria.
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